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DEDUCTION
DES DERIVEES DE FONCTIONS CIRCULAIRES
PAR LA METHODE GEOMETRIQUE DES LIMITES

PAR
Branislav PeETroN1EVICS (Belgrade).

Le principe de cette méthode peut étre exprimé briévement
de la maniére suivante: déterminer la limite d’un ‘rapport de
lignes en s’appuyant sur les relations purement géométriques de
ces lignes et d’autres lignes
auziliaires.

Ce principe peut étre illus-
tré par la fig. 1. Dans cette
figure, OM = z, PM = y, sont, > f'
les coordonnées du point P de

la courbe, ON = x -+ Az, //
QN =y + Ay. Comme APRQ y

SN\

g A PM rod Y v
¥ ;

~ SMP, on a - = o . Plus

le point Q sera proche du |

point P (P et Q étant les Fig. 1.

deux points de la sécante QS,
et P le point de la tangente PT), plus le point S sera proche

du point T, et plus, par conséquent, le rapport == \4 approchera

PM PM PM
du rapport 1\4’ d’ou il s’ensuit que lim o = T3+ Mais comme
. PM _dy dy _ PM
Imge = lim— = -, on aura enﬁnd T *

La methode ainsi définie peut étre appliquée immédiatement
aux fonctions circulaires, tandis que son application devient
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plus compliquée et plus difficile pour d’autres fonctions. La
déduction des dérivées de fonctions circulaires par cette méthode
est beaucoup plus simple et plus évidente que celle par la méthode
analytique, et elle est supérieure & celle-ci, non seulement au
point de vue didactique, mais peut-étre aussi au point de vue
logique .

Dans le présent article, la dérivée de sin z a été déduite pour
tous les quatre cas spéciaux : "

T o 3 3
x<%, x>%et<z, xR et<—é—7:, .T>§T: et < 2%,

tandis que pour les autres fonctions circulaires cette déduction
n’a été faite que pour le premier cas seulement (pour x < z>

Cependant, dans les remarques, j’ai indiqué briévement comment
on doit I'effectuer pour les autres cas de ces fonctions. J’ai
indiqué aussi briévement comment déduire les dérivées de
fonctions circulaires inverses.

d sin x
I.

- —=cosa .
dx

1.——-O<x<g—. — Dans la ﬁg.Q,onaPZ:x,Q’T):Ax,

P est le point de la 'tangente PT, PM le sinus de 'arc z (et

! Le premier qui ait tenté une déduction purement géométrique des dérivées de diflé-
rentes fonctions était J. BArRrow, dans ses Lectiones geometrice ; c’est un fait historique
constaté récemment par M. J. M, Critp, qui voit en Barrow le premier inventeur du calcul
infinitésimal. M. Child affirme (comp. sa traduction de l'ouvrage de Barrow, Geometrical
Lectures, London, 1916, p. 123), que Barrow aurait déjd possédé aussi la déduction des
dérivées de fonctions circulaires.

D’ALEMBERT, en expliquant la métaphysique du calcul différentiel (comp. son article
« Differentiel » dans Encyclopédie ou dictionnaire raisonné des sciernces, des arts et des métiers,
3¢ éd., MDCCLXXIX, t. X, p. 1016-17) affirme « que ce calecul ne consiste qu’a déterminer
algébriquement la limite d’'un rapport de laquelle on a déja expression en lignes, et a égaler
ces deux limites, ce qui fait trouver une des lignes que on cherche. » D’Alembert reconnait
donc (comme Leibniz avant lui), que le rapport-limite exprimé algébriquement dans un
quotient différentiel peut toujours s’exprimer géométriquement, mais il n’entrevoit pas la
possibilité de le déduire géométriquement.

Dans la méthode géométrique que j’ai appliquée, pour la premicre fois, aux dérivées de
fonctions circulaires, dans un article en langue serbe paru dans le périodique Nastavnik,
1909, je me suis inspiré de l'article de D’Alembert, ne connaissant guére la tentative similaire
de Barrow, Je n’ai eu également connaissance de la déduction demi-géométrique de ces
dérivées, se trouvant dans l'ouvrage excellent de J. BoussINESQ, Cours d’Analyse infinitési-
male, t. I, fase. 1, p. 57-60, qu’aprés la publication de mon article.
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de I'angle correspondant), QN le sinus de Varc z + Az (et
de ’angle correspondant).

Comme le sinus dans le premier
quadrant est posiif et comme il p
croit avec la croissance de I'arc, A
sin x sera posiive:

RQ = QN — PM = Asinx .

D’autre part on a:

lim QP = lim Ax , Fig. 2.

QP étant la partie de la sécante QS correspondant a l’are 6P.
De APRQ ~ SMP on a:

RQ _ PM
QP — PS "’

et comme, en passant a la limite, ASMP coincide avec TMP, on
aura:

Hm — = lim —( = —+ . (1)

D’autre part, de ATMP ~ PMO, on a:

PM _ OM _ )
vm;_G—F;._.cosx. (2)

Les équations (1) et (2) donnent:

lim oP — cos x . (3)
Mais comme

B_q . Lim ,A sin x L d sin x ‘ ,
OPp = limAx dx %)

lim

on aura enfin:

d sin x

d.‘l’

—cos x . (5)
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2. g < x < n. — Le sinus dans le deuxiéme quadrant (Fig. 3)

étant positif et décroissant avec
la croissance de l'arc, A sin x
sera négative:

P
@

De méme on a:

TS NM /Z RP = QN — PM — — Asinx .
Fig. 3.

lim QP = lim Ax .

De AQRP ~ SNQ on a:

RP _ NQ
QP 7 8Q
et, en passant a la limite,
i RP_ . NQ_ PM 0
m 6[3 — lim g@ = T’T . {
D’autre part, de ATMP.~ PMO, on a:
PM _ OM .
e = - == COS — X)) = — cOosS X . 2
BT opP cos (180 r) cos x (2)
Les équations (1) et (2) donnent:
. RP .
lim arF — cos x . (3)
Mais comme:
. RP  lim — Asina lim A sin 2 d sin x
lim e — 2 2P T (4)
QP lim Ax limAa . dx
on aura:
d sin x os
— e T -— COS X
dx ’
d’ou enfin:
d sin 2 — cos a ()
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3. n <z < 5m — le sinus dans le troisitme quadrant

: : . : : :
(Fig. 4) étant négatif et croissant avec la croissance de l'arc,
Asin x sera négative:

RQ =— QN — (— PM) = —Asinx .

On a de méme:

. s§7T Mﬁ/‘ jz
lim QP — lim Ax .
De AQRP ~ QNS on a:
P
RQ _ NQ |

QP 7 SQ . Fig. 4

et, en passant & la limite,

. RQ . NQ PM
lim —= =1 —

Qpr — M8 T PT

D’autre part, de ATMP ~ PMO, on a:

PM OM
— —— — cos (x — ) =— — cos ax . 2]
BT oP cos (x 180°) COS X (2)

Lies équations (1) et (2) donnent:

L RQ co (3
_ = — Ssx . o)
im ap % ]
Mais comme:
. RQ lim — Asinax lim A sin o d sin x
lim — g = — —— == — (&)
QP limAx lim A x dx
on aura:
d sin x
— — — cosax ,
dx
d’ou enfin:
d sin x

(B2

—cosx . ’ (t‘)

dx
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3 .
4. 5 n < 2 < 2n. — Le sinus dans le quatriéme quadrant

(Fig. 5) étant négatif et décroissant avec la croissance de I’arc,
' Asin x sera positive:

RP = — QN — (— PM)
= PM — QN = Asinx .

zZ S 7T

De méme on a:
lim QP = lim Ax .

De AQRP ~ SNQ on a:

Fig. 5. EE _ 1_\;9_
QP 7 5Q
et, en passant a la limite
. RP . NQ PM
lim-— — —_— = .
im op lim 50 BT (1)
D’autre part, de ATMP ~ PMO, on a:
PM OM '
e 3 o ___ — .
PT = op — °°° (360 x) == cos x . (2)
Les équations (1) et (2) donnent:
. RP
lim apP — cosx . (3)
Mais comme
lim RP __limAsinx _ dsinx 4
QP 7 limAx ~—  dx (%)
on aura enfin:
d sin x .
S = cosx . (9)
Remarque. - Par rapport a la fonction circulaire inverse
x = sin y (ou y = arc sin z), il suffit d’en déduire la dérivée

. 7:
pour le premier cas z < ;.

N

Dans la fig. 2, nous aurons: PZ = y, QP = Ay, PM sera le
sinus de I’arc y (et de l’angle correspondant), QN le sinus de
I’arc y + Ay (et de I’angle correspondant).
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On aura alors:
RQ — QN — PM = Asiny = Ax
lim QP = lim Ay .

De APRQ ~ SMP on a:

QP PS8
RQ — PM’

et, en passant a la limite,

I QP-—-—l' PS__PT_OP__ 1 1)
meg = "™PM T PM ~ OM ~ cosy
Mais comme
lim QP _ lim A:y _ d arc sin x 2)
RQ  limAsiny dx
on aura enfin:
darcsinz 1 1 . 1
4-’” T cosy o Vl — sin®y —— \/1—— x2
d cos x ]

— — sinx .

II. —

dx

De la fig. 2, qui représente le cas z < ~, résulte immédiate-
ment:
RP — ON — OM = — Acosx ,. et lim QP = lim Ax .

De APRQ ~ SMP on a:
RP MS

QP T PS’
et, en passant a la limite,

MS MT  MP

1 — — — sinx
im S PT Op sinx . (1)
Mais comme
. RP lim — Acosx dcosx
Jim — . — — (2)
QP lim Ax dx
on aura enfin:
d cos x . -
- — — sinx . (3)

dx
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Remarque 1. — On peut aisément déduire, en suivant la
déduction de ce premier cas et des cas correspondants pour le
sinus, les trois autres cas pour le cosinus. Cette déduction se

basera sur le fait que le siene — de Péquation 25°5% - __ sin x
q g q d
X

provient, dans les deux premiers cas, de la différence négative
de cosinus, et dans les deux autres, du sinus négatif de l’arc.
Remarque 2. — En suivant cette déduction de la dérivée de

cos z et celle d’arc sin z, on déduira aisément la dérivée pour
arc cos z:

d arc cos x . 1 1
 dx o siny Vg —_
digx 1
II. — dxr T cos®x’

Dans la fig. 6, qui représente le premier cas z < %, LT, est

la tangente trigonométrique de arc PZ = 2, 7T, la tangente
trigonométrique de I'arc QZ = z

% + Az, P est le point de la tan-

gente PT, Q et P sont les deux
points de la secante QS, PM est
le sinus z, QN le sinus de ’arc
z + Az, PU|I'T,T,, MV |] OQ et
MY || OP sont des lignes auxi-

haires.
De la fig. 6 résulte immédia-
tement:
Fig. 6. T, T, =T,2 —1,7Z = Atgx ,
» lim QP = lim Ax .
On a d’abord:
LT, _T,0_20_PO_ 1 n
up PO MO MO coSs &

De AQPU ~ VPM on a ensuite:

UP _ MP 2)
QP — VP
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et comme, en passant & la limite, AVPM coincide avec YPM,

. UP MP MP
lim — — lim — ,

Qp— VP YP
d’ou, AYPM étant ~ MOP,

UP PO 1 .
_— T —— . 3
s QP cos x (3

Comme nous avons d’une part (équations 1, 2, 3)

71‘2 Vl‘l . 712 '1‘1 UP
QP T UP "QP
et
T, T 1 1 1
limTQl,1 — 1211.limUP — . = - (%)
Qp UpP QP COoS X COSX cos® x

et d’autre part:
T,T, limAtga digx

lim —=

QP T limAx ~  dx
on aura enfin:
A A (6)
dx cos?x
Remarque 1. — La déduction pour les autres cas peut aise-

ment étre faite, en suivant la déduction de ce premier cas et
des cas correspondants pour le sinus. Dans le deuxieme cas,
Atgx sera positive, le cosinus négatif, dans le troisitme A tgz
positive, le cosinus négatif, tandis que dans le quatriéme tous
les deux seront positifs.

Remarque 2. -— En suivant la déduction de la dérivée de tgx
et celle d’arc sin x, on déduira aisément la dérivée d’arc tgz:

darvetgx . 1
e B .
dx Y= + a®
dctgx 1
V. — de ~——  sinfx’

. . - . T
Dans la fig. 7, qui représente le premier cas z < 5, Z,C; est

la cotangente de larc PZ, = xz, 7,C, la cotangente de l'arc
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3

QZ, =z + Az, P est le point de la tangente PT, Q et P les
deux points de la sécante QS, PM =

Z “—  sinz, QN =sin (z + Az), UP || C,C,
N et VP || OQ des lignes auxiliaires. |
' / Delafig. 7 résulteimmédiatement: -
‘4 V NM b?TJz C2C1:Z1C2-——Z1C1:~—Actg’.)",
lim QP = lim Ax .
On a d’abord:
(1)
Fig. 7. C,C _COo__Co_op 1 '
UP — PO ~Z 0 MP — sinx
De AQPU ~ PSV on a ensuite:
UP VS ,
QP = PS )

et comme, en passant a la limite, APSV coincide avec POT,

. UP . VS orT
lim — — lim — —

QP PS — PT
d’ou, APOT étant ~. MOP,

I up _ OP 1
lm QP " MP T sina

Comme d’une part (équations 1, 2, 3)

. C,C, _CC, . UP_ 1 11 )
| Or = r M P T s s sy )
et d’autre part:
. G, C, lim — Actg x detgx
= — = 9
lim 57 lim Ax dx o1
on aura enfin: |
dclg x 1
d%— = (6)
X sin® x

Remarque 1. — Le méme résultat peut étre aisément obtenu
pour les trois autres cas. Dans le deuxiéme cas, A ctgx sera
négative, le sinus positif, dans le troisieme et quatriéme A ctg z
sera négative, négatif est aussi le sinus. Dans tous les quatre
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cas, le signe — de 1’équation (6) provient de la différence négative .

de la cotangente.
Remarque 2. — En suivant la déduction de la dérivée de ctg

et celle d’arc sin z, on déduira aisément la dérivée d’arc ctg z:

darcelgar oo y = 1
L T T i — 2 . — -_— 2 .
dx 1+ x
v dsecx sin &
) dx = cos*a’

Dans la fig. 8, qui représente le premier cas z < %, 0S, est

la secante trigonométrique de l'arc PZ = z, 0S, la sécante
trigonométrique de l'arc s
QZ =z + Az, U le point o/

d’intersection de cette sé-
cante avec le cercle au
radius OS,, S, le point de
la tangente S,T’, U et S,

les deux points de la se- k‘ NM |2 78

5

cante S,S, PM = sin z,
QN = sin (z + Az,
ZV || 0Q et ZY || OP des
lignes auxiliaires.

De la fig. 8 résulte im-
médiatement:

Fig. 8.

US, = 05, — 0S, = Assecx
lim QP = lim Ax .
On a d’abord:

Us, S,0_Z0 PO _ 1

QP — PO — MO MO — cos« (1)

De AS,US, ~ ZVS, on a ensuite:
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et comme, en passant a la limite, AZVS, coincide avec ZYS,,

Us, . VZ Yz
e ]1 l o0 = o,
TS, VS, = ¥,

1

Hm

d’ou (AZYS, étant ~ PMO)

lim U82 = MP = Hur ‘ (3)

US1 MO cos x

Comme nous avons d’une part {équations 1, 2, 3):

lim UsS, US, lin Us, 1 sin x sin x 4
S = 1 - . i
QP QP Us, COS & coSs x cos?x #)
et d’autre part:
. US, lim A sec x d sec x
Iim = ' T e (9)
Qp lim Ax dx
on aura enfin:
d sec x sin .x
= . 6
dx cos .k (6)
Remarque 1. -—— Le méme résultat peut étre aisément obtenu

pour les trois autres cas. Dans le deuxiéme cas, Asecz sera
positive, le sinus positif, le cosinus négatif, dans le troisiéme
Asec x négative, le sinus et le cosinus négatifs, dans le quatricme
Asec x négative, le sinus négatif, le cosinus positif.

Remarque 2. — En suivant la déduction de la dérivée de sec
et celle d’arc sin x, on déduira aisément la dérivée d’arc sec z:

darcsecx  cos?y 1
dx "~ siny —xvzz——'l ’
VI d cosec x cos x
) dx -— sin2x

. , 5 T
Daus la fig. 9, qui représente le premier cas z < 7 OC, est

la cosécante de I'arc PZ = z, OC, la cosécante de 'arc QZ =
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z + Az, C, et U sont les deux points de la sécante C, S, C, le
“point de la tangente C'T’, PM = sin z, QN = sin (z + Az).

]

Cl
u
N | i
Fig. 9
De la fig. 9 résulte immédiatement:
uC, = 0C, — OC; = — Acosecx
lim QP = lim Ax .
On a d’abord: '
uc, C,0
PQ{" QO
et, en passant & la limite,
LU . GO _ GO _CO_OP i ’
™PQ T "™MQO T PO T VO T MP T sina )
De AC,UC, ~ OUS' on a ensuite:
Uc, U0
= (2)
Uc,  UYS

et comme, en passant & la limite, AOUS' coincide avec OC, T
(le cercle au radius OC? coincidant avec le cercle au radius OC,)

UG, . UO C,0 MO coSs X
— lim s o —

UG, Us” — C.'IY 7 MP ~ sin a (3)

lim

1
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Comme nous avons d’une part (équations 1, 2, 3):

lim UC, lim UG, im UC, 1 COSx _ cos x (4
-_—— == _ m — == — " - S e g
PQ PQ ! UG, sin x  sin x sin? x !
et d’autre part: |

. UG, lim — A cosec a d cosec x

lim — - e e (5)

PQ lim Ax dx
on aura enfin:
d cosec x cos x (6)
de 7 sin?x
Remarque 1. — Dans le deuxiéme cas, A cosec z sera positive,

le sinus postitif, le cosinus négatif, dans le troisiéme A cosec z
positive, le sinus et le cosinus négatifs, dans le quatriéme A cosec
négatice, le sinus négatif, le cosinus positif.

Remarque 2. — On pourrait aussi déduire de la fig. 9 la dérivée
de cotg x, comme la figure & peut servir pour la déduction de
la dérivée de tg x.

Remarque 3. — En suivant la déduction de la dérivée de
cosec x et celle d’arc sin z, on déduira aisément la dérivée pour
arc cosec x-

d arc cosec x __ sin®y 1

—_— ———

dx cos vy Va2 =1
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