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DÉDUCTION
DES DÉRIVÉES DE FONCTIONS CIRCULAIRES

PAR LA MÉTHODE GÉOMÉTRIQUE DES LIMITES

PAR

Branislav Petronievics (Belgrade).

Le principe de cette méthode peut être exprimé brièvement
de la manière suivante: déterminer la limite d'un rapport de

lignes en s'appuyant sur les relations purement géométriques de

ces lignes et d'autres lignes
auxiliaires.

Ce principe peut être illustré

par la fig. 1. Dans cette
figure, OM x, PM zy, sont
les coordonnées du point P de

la courbe, ON x + âxi
QN — y Ay. Comme APRQ

Ay
__

PM
At: SM

le point Q sera proche du
point P (P et Q étant les

deux points de la sécante QS,
et P le point de la tangente PT), plus le point S sera proche

du point T, et plus, par conséquent, le rapport ^ approchera

du rapport r^, d'où il s'ensuit que lim^ Mais comme

X

SMP, on a ^ Plus
M

Fig. 1.

V

r PM Ar dy
1

SM V " S<
n dy PM

on aura enfin -,- — rFT/r.dx iM
La méthode ainsi définie peut être appliquée immédiatement

aux fonctions circulaires, tandis que son application devient
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plus compliquée et plus difficile pour d'autres fonctions. La
déduction des dérivées de fonctions circulaires par cette méthode
est beaucoup plus simple et plus évidente que celle par la méthode
analytique, et elle est supérieure à celle-ci, non seulement au
point de vue didactique, mais peut-être aussi au point de vue
logique h

Dans le présent article, la dérivée de sin x a été déduite pour
tous les quatre cas spéciaux :

* < \ > * > j et < - .r > - et < .r > jr. et < 2~

tandis que pour les autres fonctions circulaires cette déduction

n'a été faite que pour le premier cas seulement (^pour x < ^.
Cependant, dans les remarques, j'ai indiqué brièvement comment
on doit l'effectuer pour les autres cas de ces fonctions. J'ai
indiqué aussi brièvement comment déduire les dérivées de
fonctions circulaires inverses.

T d sin x
1. : COS X

ax

1- — 0 < x < — Dans la fig. 2, on a PZ x,QP Aar,

P est le point de la tangente PT, PM le sinus de l'arc x (et

1 Le premier qui ait tenté une déduction purement géométrique des dérivées de
différentes fonctions était J. Barrow, dans ses Lectiones geometric^ ; c'est un fait historique
constaté récemment par M. J. M, Child, qui voit en Barrow le premier inventeur du calcul
infinitésimal. M. Child affirme (comp, sa traduction de l'ouvrage de Barrow, Geometrical
Lectures, London, 1916, p. 123), que Barrow aurait déjà possédé aussi la déduction des
dérivées de fonctions circulaires.

D'Alembert, en expliquant la métaphysique du calcul différentiel (comp, son article
« Différentiel » dans Encyclopédie ou dictionnaire raisonné des sciences, des arts et des métiers,
3e éd., MDCCLXXIX, t. X, p. 1016-17) affirme « que ce calcul ne consiste qu'à déterminer
algébriquement là limite d'un rapport de laquelle on a déjà l'expression en lignes, et à égaler
ces deux limites, ce qui fait trouver une des lignes que l'on cherche. » D'Alembert reconnaît
donc (comme Leibniz avant lui), que le rapport-limite exprimé algébriquement dans un
quotient différentiel peut toujours s'exprimer géométriquement, mais il n'entrevoit pas la
possibilité de le déduire géométriquement.

Dans la méthode géométrique que j'ai appliquée, pour la première fois, aux dérivées de
fonctions circulaires, dans un article en langue serbe paru dans le périodique Nastavnik,
1909, je me suis inspiré de l'article de D'Alembert, ne connaissant guère la tentative similaire
de Barrow, Je n'ai eu également connaissance de la déduction demi-géométrique de ces
dérivées, se trouvant dans l'ouvrage excellent de J. Boussinesq, Cours d'Analyse infinitésimale,

t. I, fasc. 1, p. 57-60, qu'après la publication de mon article.

L
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de l'angle correspondant), QN le sinus de l'arc x + A# (et

de l'angle correspondant).
Comme le sinus dans le premier

quadrant est positif et comme il
croît avec la croissance de l'arc, A

sin x sera positive:

RQ — QN — PM — A sin m

D'autre part on a:

lim QP Ii m \x Fig

QP étant la partie de la sécante QS correspondant à l'arc QP.

De APRQ rv SMP on a:

RQ _ PM

QP ~~ PS '

et comme, en passant à la limite, A SMP coïncide avec TMP, on

aura:
RQ PM PM

hm
QP

hm
PS PT

(1)

D'autre part, de A TMP ^ PMO, on a:

PM _ OM
PT ~~ ÖP

(2)

Les équations (1) et (2) donnent:

r RQ
lim — cos x (3)

Mais comme

i. RQ liai A sin x __
d sin x

im
QP

~ ~~ dx (4)

on aura enfin
d sm x

ZU COS .X
dx

(5)
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2. ^ <£ X < TT. Le sinus dans le deuxième quadrant (Fig. 3)

étant positif et décroissant avec
la croissance de l'arc, A sin x
sera négatiçe:

RP QN — PM zu — A sin x

De même on a:

Fig. 3. lim QP z= lim Ar

De AQRP ^ SNQ on a:

RP
__

NQ
QP — ÖQ

et, en passant à la limite,

RP NQ PM

QP feÏQ PI7
111

D'autre part, de ATMP ~ PMO, on a:

PM 0M mûAO tOH
zz: — zz: cos (180° — X) zz: — cos x (2)

Les équations (1) et (2) donnent:

r RP ru
qT ~ cos ,r ' ' '

Mais comme:

RP lim — A sin x lim A sin x d sin x
lim —— zu

QP lim Ar lim Ar dx

on aura:
d sin x

: — cos xdx

d'où enfin:

(4)

d sin x
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3, rr < x< 7T. — Le sinus dans le troisième quadrant

(Fig. 4) étant négatif et croissant avec la croissance de l'arc,
A sin x sera négative :

RQ — — QN — (— PM) — A si»,r.On a de même:

lim QP lim Ax

De AQRP 00 QNS on a:

RQ
__

NQ
QP ~ SQ Fig. 4.

et, en passant à la limite,

RQ NQ PM
llmQF IlmSQ PT

D'autre part, de A TMP ~ PMO, on a:

PM 0M / \ QAO\
PT ~ OP cos ~~ ' ~ ~ cos ,T *

Les équations (1) et (2) donnent:

r R(^
lim — — — cos x

Mais comme:

RQ lim — A sin .r lim A sin .x
hm - nz —

d sin x
QP lim A x lim A x

on aura:

d'où enfin:

d sin x
dx

d sin x
dx

cos x

(5)
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3
4. 7T < x < 27t. — Le sinus dans le quatrième quadrant

(Fig. 5) étant négatif et décroissant avec la croissance de l'arc,
Asin^; sera positive:

RP — — QN — (— PM)

— PM — QN m A sin x
S T

De même on a:

lim QP zu lim Ax

De AQRP °° SNQ on a:

Fig. 5.

et, en passant à la limite

RP

RP
QP

NQ
SQ

NQ PM
hmQP 1,mSQ PT

D'autre part, de ATMP ~ PMO, on a:

PM OM
PT OP

cos (360° — x) ~ cos x

Les équations (1) et (2) donnent:

Mais comme

on aura enfin :

r RP
11111 — — COS X

lim A sin x d sin xRP

QP lim Ax

d sin x

dx

dx

(D

(2)

i3)

(M

<5)

Remarque. — Par rapport à la fonction circulaire inverse

x sin y (ou y — arc sin x), il suffit d'en déduire la dérivée

pour le premier cas x <

Dans la fig. 2, nous aurons: PZ ?y, QP — Ay, PM sera le
sinus de l'arc y (et de l'angle correspondant), QN le sinus de

l'arc y + Ay (et de l'angle correspondant).
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On aura alors:

RQ QN — PM " A sin y

lim QP lim Ay

201

De APRQ rv> SMP on a:

QP _ PS

RQ — PM '

et, en passant à la limite,

r QP v P^_PT _OP (1,
RQ

' PM PM OM cos y

Mais comme
QP lim arc sin 2\

| i rYî — 7" " \ /

RQ lim A sin y doc

on aura enfin:

d arc sin x 1 1 ^

dx cos y yi __ sin2y V1 — x2

__ d cos xH — — sin x
dx

De la fig. 2, qui représente le cas x < résulte immédiatement

:

RP ON — OM — A cos x et iim QP lim Ax

De APRQ ~ SMP on a:

RP _ MS

QP — "PS '

et, en passant à la limite,

MS MX MP
hm — — --— zu sin x i)

PS PT OP

Mais comme
RP lim — A cos x d cos x k?.Hm
QP HnTÂï ~ Ul

on aura enfin:
d cos x

— s m x (3)
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Remarque 1. — On peut aisément déduire, en suivant la

déduction de ce premier cas et des cas correspondants pour le
sinus, les trois autres cas pour le cosinus. Cette déduction se

basera sur le fait que le signe — de l'équation
d

c^s
x — sin x

provient, dans les deux premiers cas, de la différence négative
de cosinus, et dans les deux autres, du sinus négatif de l'arc.

Remarque 2. En suivant cette déduction de la dérivée de
cos x et celle d'arc sin x, on déduira aisément la dérivée pour
arc cos x:

d arc cos x 1 \
dx sin y y^ r2

III. d tgx
dx

Dans la fig. 6, qui représente le premier cas x < j, ZTi est

la tangente trigonométrique de l'arc PZ ^ ZT, la tangente
trigonométrique de l'arc QZ x
+ Ax, P est le point de la
tangente PT, Q et P sont les deux
points de la secante QS, PM est
le sinus x, QN le sinus de l'arc
x+ Ax, PU |l TsT,, MV [| OQ et
MY I) OP sont des lignes
auxiliaires.

De la fig. 6 résulte immédiatement:

On a d'abord:

T2 t, _ o _ zo
UP ~~ PO ~ MO

12 ' i — U Z — Tj Z A tg x
lim QP lim Ax

__
PO 1

MO cos x (1)

De AQPU ~ VPM on a ensuite:

UP

QP

MP
Yp (2)
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et comme, en passant à la limite, AVPM coincide avec YPM,

UP MP
__

MP
llmQP hm

VP - YP •

d'où, AYPM étant MOP,

(3)
QP MO cos x

Comme nous avons d'une part (équations 1, 2, 3)

VC _ VC UP

QP ~ UP '
QP

et
T2T, T2 T r UP

lim 2 J Il m
QP UP ' QP cos x cos x

et d'autre part:
VP lim A tK * .K .r

(5>
QP lim Ax

on aura enfin:
d t g x

dx
(6)

Remarque 1. — La déduction pour les autres cas peut
aisément être faite, en suivant la déduction de ce premier cas et

des cas correspondants pour le sinus. Dans le deuxième cas,
A tg x sera positive, le cosinus négatif, dans le troisième A tg x
positive, le cosinus négatif, tandis que dans le quatrième tous
les deux seront positifs.

Remarque 2. — En suivant la déduction de la dérivée de tgz
et celle d'arc sin x, on déduira aisément la dérivée d'arc ïgx:

arc Ig,y „ 1
• cos- y —dx 1 + X*

IV. —
d ctg x

dx

Dans la fig. 7, qui représente le premier cas < Z,C, est

la cotangente de l'arc PZ, — x, Z,C, la cotangente de l'arc
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QZä X + Ax, P est le point de la tangente PT, Q et P les

deux points de la sécante QS, PM
A sin x, QN sin + Ax), UP || CSC,

et VP || OQ des lignes auxiliaires.
De la fig. 7 résulte immédiatement:

ïpy-p C2 Cj Zj C2 — Zj Cj — A ctg x
lim QP — lim Ax

Fig. 7.

On a d'abord:
(1)

C2Ci _ ci° _ GxO _ OP 1

up po ~ zTô MP ShTi-

De AQPU ~ PSV on a ensuite:

UP _ vs
QP ~~ PS (2)

et comme, en passant à la limite, APSV coincide avec POT,

"UP vs OT
QP PS ~ PT '

d'où, APOT étant ^ MOP,

UP OP 1
lim ——

QP MP sin x

Comme d'une part (équations 1, 2, 3)

Qp UP QP sin x sin x sin2x

et d'autre part:

liw C2 C1 _ lim — A ctg X d ctg .u

QP lim Ar dx
on aura enfin:

d ctg x
dx

D)

(5)

(6)

Remarque 1. Le même résultat peut être aisément obtenu
pour les trois autres cas. Dans le deuxième cas, A ctg x sera
négative, le sinus positif, dans le troisième et quatrième A ctg x
sera négative, négatif est aussi le sinus. Dans tous les quatre



méthode géométrique iü5

cas, le signe — de l'équation (6) provient de la différence négative

de la cotangente.
Remarque 2. — En suivant la déduction de la dérivée de ctg x

et celle d'arc sin x,on déduira aisément la dérivée d'arc ctg a;:

V.
d sec x

dx

Dans la fig. 8, qui représente le premier cas x 2* i es^

la secante trigonométrique de l'arc PZ x, OS2 la sécante

trigonométrique de l'arc
QZ x + Ax, U le point
d'intersection de cette
sécante avec le cercle au
radius OSt, Si le point de

la tangente SjT, U et S,

les deux points de la
sécante S1 S', PM — sin x,
QN sin (x + Ax),
ZV || OQ et ZY || OP des

lignes auxiliaires.
De la fig. 8 résulte

immédiatement:

US2 OS2 — 0S1 — A sec x

lim QP lim Ate

On a d'abord:

us, s, O ZO PO 1

QP PO MO MO cos x

De AS|1IS, ZVS, on a ensuite:

us,
us,

YZ
vs: (2)
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et comme, en passant à la limite, AZVS, coïncide avec ZYS,,

us2 VZ YZhm —2 lim —-US, VS, YS, '

d'où (AZYS, étant ~ PMO)

US, MP sin x
USj MO cos x '

Comme nous avons d'une part (équations 1, 2, 3):

i.* ^^2 USj t US2 1 sin x sin x1,m
QP - QP

* hlU
ÖS" ^ ^ ^ (4)

et d'autre part:
US2 lim A sec x d sec x11 m —— — — — i c. Y

QP lim A;c dx ^ '

on aura enfin:
d sec

dx (6)

Remarque 1. — Le même résultat peut être aisément obtenu
pour les trois autres cas. Dans le deuxième cas, Asecx sera
positive, le sinus positif, le cosinus négatif, dans le troisième
A sec x négative, le sinus et le cosinus négatifs, dans le quatrième
A sec x négative, le sinus négatif, le cosinus positif.

Remarque 2. — En suivant la déduction de la dérivée de sec x
et celle d'arc sin x, on déduira aisément la dérivée d'arc sec x:

d arc sec x cos2 y 1

dx ~ sin y
—

x y^Tzff '

yj d cosec x
~dhc

:

Dans la fig. 9, qui représente le premier cas < OC, est

la cosécante de l'arc PZ x,OC.2la cosécante de l'arc QZ
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x + A#, C2 et U sont les deux points de la sécante C2S', C1 le

point de la tangente CT', PM sin #,.QN sin (x + A#).

De la fig. 9 résulte immédiatement:

UCt OC2 — OCj ~ — A cosec x

lim QP zz lim Ax

On a d'abord:
uc2 _ c2o
PQ[- QO

et, en passant à la limite,

UC2 C20 0,0 cto_o?
PQ ~~ QO ~~ PO ~ VO ~~ MP

De AC,UC2 ru OUS' on a ensuite:

UC, UO
— (2)

UC9 US'
' j

et comme, en passant à la limite, A OUS' coïncide avec OCjT'
(le cercle au radius OC2 coïncidant avec le cercle au radius OC,)

r uci rh m 1 rz Il r
U C9

UO
ïïs7

:

C,0
C,T'

MO
MP

(3)
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Gomme nous avons d'une part (équations 1, 2, 3):

T,* UCj UC2 UC 1 cos x cos xllrïl T77T llm TT?t •
11 m TT7, ~ —

PQ PQ uc2 sin x sin x sin2 x

et d'autre part:

UCj lim — A cosec x d cosec x11 rn ——1 — — — /cv
PQ lim Ax dx '

on aura enfin:
d cosec x cos x

dx sin2 x (6)

Remarque 1. — Dans le deuxième cas, A cosec x sera
le sinus positif,le cosinus négatif,dans le troisième A cosec x
positive,le sinus et le cosinus négatifsdansle quatrième A cosec x
négative, le sinus négatif,le cosinus positif.

Remarque 2. — On pourrait aussi déduire de la fig. 9 la dérivée
de cotg x,comme la figure 8 peut servir pour la déduction de
la dérivée de tg x.

Remarque 3. — En suivant la déduction de la dérivée de
cosec xet celle d'arc sin x, on déduira aisément la dérivée pour
arc cosec w

d arc cosec x sin2 7

dx cos 7
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