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360 MELANGES ET CORRESPONDANCE

Sur le théorème de la progression arithmétique de Dirichlet.

I. — Réponse à une Note de M. Mar. Bedarida

par M. Léon Aubry.

Dans sa note (Enseignement mathématique, 22me. année, 1921 et
1922, n08 1-2, pp. 51-52), M. Bedarida affirme que les considérations
sur lesquelles je me suis basé, ne sont pas justes, mais il ne donne
aucun argument décisif contre mes objections; voici quelques
explications pour bien montrer que je n'ai pas du tout envisagé la valeur
s 1.

Dans le Journal de Liouville (Tome 4, 1839, p. 396), Dirichlet a
voulu établir, pour s 1, l'égalité
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mais, en réalité, sa démonstration, basée sur la convergence de
1
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'

n'est valable que pour les valeurs de s qui rendent cette somme
convergente, elle n'est donc pas valable, à bien plus forte raison,
pour les valeurs de 5> 1 qui rendent log. L0 co puisque par
construction L0 < "5"" ^on ne Peu^ donc avoir en même temps

hs

log. L0 go et l'égalité (1) démontrée, comme l'a admis Dirichlet,
(loc. cit., p. 408 et 411).

M. Bedarida affirme que Dirichlet a déduit par des raisonnements
rigoureux l'équation de la page 411 (loc. cit.) où 5 1 + p, p > 0,
or il faut remarquer que p n'est pas un nombre quelconque, mais
nécessairement infiniment petit, puisque la démonstration de Dirichlet
est basée en grande partie sur des raisonnements d'analyse infinitésimale

rigoureux seulement pour 5 1 + p avec p infiniment petit
et tendant vers 0; il y a donc là encore une contradiction, puisque
ces raisonnements d'analyse ne sont absolument exacts que pour la
limite .s* 1, tandis que pour cette valeur de s., l'égalité (1) n'est pas
démontrée par Dirichlet.

II. — Réponse à la lettre de M. Léon Aubry
par M. Mar. Bedarida.

Dans la note ci-dessus qui nous a été obligeamment communiquée
par la Bédaction, M. L. Aubry nous dit qu'il n'est pas persuadé de

mes observations sur ses objections concernant la démonstration
de Dirichlet du théorème de la progression arithmétique.
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En supposant ^>0, Dirichlet arrive à l'égalité (Journ. de

ville, t. 4, 1839, p. 411) :

—— [log L(0) + LT7'» log L(1) + LT27'« log L(ä) + Q-(p-1)'i'mL(p_î)J

qui a toujours une valeur déterminée et finie dans l'hypothèse

P>0'
Dans cette relation, Dirichlet passa à la limite pour p — 0 (s — 1);

dans le § II de son Mémoire il a démontré que log L(0) co.

A présent, les considérations pour le passage à la limite pour 5 1

ne conduisent pas à devoir considérer l'égalité :

nr^r=2->"
pour s — 1. Dans la démonstration de Dirichlet, on ne demande pas
d'examiner (1) pour s — 1, mais il y a seulement des considérations
à la limite pour s 1 (p 0).

M. Aubrv ne doit pas oublier le principe fondamental de la théorie
des limites fonctionnelles, c'est-à-dire que la limite (quand elle existe)
est bien différente de la valeur (s'il y en a une) que prend la fonction
lorsqu'on remplace la variable par la valeur pour laquelle on considère

la limite.
J'ajouterai encore les observations suivantes, au sujet des réponses

publiées dans le fasc. 5-6, p. 69-70, 1922, de VIntermédiaire des

Mathématiciens, à propos des remarques de M. Aubry sur la démonstration
de Dirichlet du théorème de la progression arithmétique.

Les citations bibliographiques de ces réponses ne font pas
comprendre si quelque mathématicien a prouvé que les raisonnements
de Dirichlet ne seraient pas rigoureux, mais ils donnent seulement
des indications d'auteurs qui ont simplifié la démonstration de
Dirichlet et qui ont donné au théorème une plus vaste extension;
en outre, on signale la nouvelle démonstration de M. Landau.

Quant au théorème indiqué dans la première réponse, je dis qu'il
a été étendu, sans recourir à des considérations d'analyse, aux
progressions mx + 1, où m est un entier quelconque (Kronecker,
Vorlesungen über allgemeine Arithmetik, p. 440-441).

Gênes, décembre 1922.
A.-M. Bedarida.
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