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30 D. MIRIMANOFF

CHAPITRE PREMIER.

Je commencerai par quelques remarques sur les notions
fondamentales d’ensemble, de rang, d'isomorphisme.

I. Notions d’ensemble, de rang, d’isomorphisme. Dans les
deux notes publiées ici méme, je me suis placé au point de
vue classique, qui est celui de Cantor. Pour Cantor, comme
pour ZerMero, deux ensembles qui ont mémes éléments,
doivent é&tre regardés comme identliques; il n'y a qu’une
seule opération de réunion ou d’association, que Zermelo
repreésente par une accolade, et moi par une parentheése.
Pour J. Konig, au contraire, il est utile, parfois nécessaire
méme, de distinguer plusieurs sortes d’opérations de réunion.
D’autres distinctions d’une nature différente peuvent nous
étre imposées dans I'étude de certains probléemes. On arrive
ainsi & une notion plus large, qui ne doit pas étre confondue
avec celle de Cantor. Nous aurons encore l'occasion de
revenir sur ce point.

J'al expliqué dans mes notes sur les antinomies ce qu’il
fallait entendre par type de structure et rang d’un ensemble
(ordinaire). Je crois qu’il serait inutile de rappeler ces défi-
nitions ;- je tiens seulement a faire remarquer que la notion
de rang, dans un cas trés particulier il est vrai, a été intro-
duite pour la premi¢re fois, & ma connaissance du moins,
par G. HEssENBERG, dans un mémoire trés curieux intitulé
Kettentheorie und Wollordnung?'. Hessenberg envisage sur-
tout des ensembles des trois premiers rangs, qu’il appelle
« Mengen erster, zweiter und dritter Stufe. »

Du resle, cette notion de rang apparait déja, bien qu’im-
plicitement, dans les premiéres recherches sur la théorie
des ensembles, celles de Dedekind et de Cantor. Lorsque
Cantor envisage, par exemple, ’ensemble ‘de tous les sous-
ensembles d’un ensemble donné M, il passe d’un ensemble
de rang un a4 un ensemble de rang deux, et il importe préci-
sement de ne pas confondre 'ensemble ainsi formé, dont

1 J. reine angew. Math., 135, p. 81, 1908.
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les éléments sont des sous-ensembles et dont le rang est
deux, avec 'ensemble de ses noyaux, dont le rang est un et
qui ne diftere pas de M.

De méme, lorsque Depexinp définit I'ensemble somme
A+ B4 C..., 1l se rend trés bien compte de la distinction
dont je viens de parler, car il ajoute : « Wir bemerken ferner,
dass das aus A, B, C, ... zusammengesetzte System wohl zu

unterscheiden ist von demjenigen System, dessen Elemente

die Systeme A, B, C, ... selbst sind*. »

On voit donc que l'introduction des notions de rang et de

type de structure s'imposait deés le début de la théorie can-
torienne. La premiére de ces notions n’a été précisée par
G. Hessenberg que dans la mesure ou elle pouvait lui étre
utile dans I’étude des problémes particuliers qu’il avait en
vue. . ,
K. GreLLING, dont-les recherches se rattachent a celles
de Hessenberg, a été plus loin dans cette voie. Amené dans
son étude sur les axiomes de l'arithmétique a comparer les
ensembles de méme rang, il introduisit la nolion d'en-
sembles congruents qui, dans le cas spécial qu’il envisage,
ne difféere pas de celle d’ensembles isomorphes ?. Mais lui
aussi s’est borné a des ensembles de rangs tres petits, el
n'a pas cherché a étendre cette notion a4 des ensembles de
rang quelconque.

En fait, I'importance des notions de rang et de type de
structure apparait, comme nous I'avons vu, au dela des cas
particuliers envisagés par Hessenberg et Grelling.

2. Notion d’existence. « En mathématiques — a dit POINCARE
— le mot exister ne peut avoir qu'un sens : il{signifie
exempt de contradiction?®. » Sur ce point tout le monde est a
peu prés d’accord aujourd'hui, mais il faudrait préciser.
Quel est, dans chaque cas particulier, le champ, ou domaine
(Denkbereich, suivant Konig) a lintérieur duquel notre
pensée doit pouvoir évoluer librement sans qu’aucune con-
tradiction n’éclate? Quelles sont les opérations qu'on a le

! Was sind und was sollen die Zahlen, Brunswick, 3¢ éd., 1911, p. 3. ‘
2 Thése, Gottingue, 1910. Cf. A. ScH@®NFLIES, Entw. der Mengenlehre, 1913, p. 17.
8 Science et Méthode, 1909, p. 162.
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32 D. MIRIMANOFF

droit d’appliquer aux définitions initiales? 11 serait difficile
de donner une réponse précise a ces questions. Si, en effet, |
les formes Jogiques, qui loutes dérivent d’un petit nombre
de formes dites fondamentales, peuvent étre regardées
comme immuables, les axiomes et les postulats, bien que
soumis a cerlaines condilions, varient a 'infini, et il est rare
qu'on puisse en dresser une liste compléte. A coté des
choses qu'on a poslulées explicitement se glissent souvent
sans quon s'en doute des postulals qui ont échappé a notre
controle. En principe, le choix des hypothéses sur lesquelles
on s’appuie devrait étre déterminé univoquement par les
définitions initiales, mais les définitions s’expriment a 1'aide
de mots dont il n’est pas toujours facile de préciser le sens.
Ces questions ont déja été examinées et discutées. Je me
bornerai a renvoyer aux articles de H. Poincaré insérés dans
la Revue de métaphysique et de morale, et au livre déja cité
de J. Konig.

Dans la théorie des ensembles, le probléme se présente
sous un aspect particulier, mais les difficultés que je viens
de signaler subsistent. Ici encore il importe de délimiter le
champ que notre pensée peut parcourir, et il n’est pas tou-
Jours aisé de le faire d'une maniére précise,

Envisageons, par exemple, avec J. Konig, I'ensemble E
de tous les Dinge (choses). Cet ensemble existe-t-il? Si 1'on
regarde comme faisant partie des Dinge les ensembles de
premiere sorle de Russell, et si I’on fait intervenir dans le
champ de notre pensée les propriétés caractéristiques de ces
ensembles, on se heurte a une antinomie analogue a celle
de Russell; I’ensemble E n’exisle pas.

Si au contraire, par une convention assez arlificielle, on
réduit le champ assigné & notre pensée 4 ce minimum que
J. Konig définit & la p. 150 de son ouvrage, on n’aura plus le
droit de s’appuyer sur les propriélés des ensembles de pre-
miere sorte, et 'antinomie de Russell ne se présentera plus.
Resterait a voir si a l'inlérieur du champ ainsi rétréci nous
n‘avons pas laissé subsister quelque antinomie plus pro-
fonde, et si I'ensemble des Dinge au sens nouveau est bien,
comme laffirme J. Konig, exempt de toute contradiction.
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Quoi qu’il en soit, on voit combien il importe de ‘préciser le
sens des teimes qui interviennent dans les définitions.

Je rappelle qu’il y a lieu de distinguer plusieurs sortes,
ou modes de définition. Lorsqu’il s'agit d’un ensemble, le
mode de définition qui se présente d’abord a mnotre esprit,
mode sur lequel notre intuition s’appuie le plus souvent,
est celui qui consiste dans I’énumération ou I'adjonction suc-
cessive des éléments. L'ensemble est donné ou défini en
extension ; bien entendu, ce mode de définition n’est appli-
cable qu’aux ensembles finis.

Une autre sorte de définition, de portée plus grande, con-
siste & donner une propriété caractéristique commune a tous
les individus de I'’ensemble qu’on envisage; 'ensemble est
alors défini en compre’hension.'Du reste, les deux modes de
définition peuvent étre utilisés a la fois.. |

Une autre distinction, d’une nature différente, qu’il im-
porte de ne pas perdre de vue dans I'étude des antinomies
cantoriennes, a été mise en lumiere par H. Poincaré®. De
méme qu’en algébre un nombre x est donné tantot explici-
tement, c’est-a-dire -4 I'aide d'opérations déterminées effec-
tuées sur des nombres connus

we=fla, b, ¢, ...] ,

tantot implicitement, c’est-a-dire a l'aide d’une équation,
qu’on peut supposer écrite sous la forme

x:f(.ly’ :’-“"a’ l).s C,A...) y

Y, 2, ... étant des fonctions données de x, de. méme opé-
ration de réunion relative a un ensemble E peut porter ou
bien sur des éléments définis indépendamment de E, et dans

ce cas :
E=(a, b, c, ..) ' (A)

ou bien sur des éléments dont quelques-uns sont liés d’une

~maniere déterminée a E, et alors
= (r, 2, ... a, b, c, .. (B)

ou y, z, ... dépendent de I'ensemble E.

! H. PoiNcARrE, Derniéres Pensées, chap. V.

L’Enseignement mathém., 21¢ année; 1920. 3
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34 D. MIRIMANOFF

La définition de E est prédicative dans le premier cas;
elle est non-prédicative dans le second, mais j’éviterai de me
servir de ces termes, dans ce travail du moins.

- A la catégorie (B) appartiennent les ensembles de la forme

E=(E, a, b, ¢, ..)

dont jai donné plusieurs exemples dans mes noles anté-
rieures.

Mais revenons a la notion d’existence. Nous avons vu que
les contradictions cantoriennes peuvent disparaitre, ou du
moins changer de forme, lorsqu’on fait abstraction de cer-
taines propriétés des éléments de E.

Supposons, par exemple, que ’ensemble E soit formé de
deux éléments A et B: I'élément A existe par hypothése,
I'élément B est I'ensemble de Russell. L’ensemble E existe-
t-il ? ‘

Cela dépend du champ imposé par la définition.

L’ensemble E n’existe pas si I'on tient compte des pro-
priétés caractéristiques de ’élément B; il existe si I'on en
fait abstraction. |

Les contradictions de cette sorte ne présentent pas d’in-
térét, lorsque I'ensemble E appartient 4 la catégorie (A); car
de deux choses I'une: ou bien I'élément @ impliquant con-
tradiction est un ensemble, et alors le probleme se déplace
et se simplifie, ou bien @ n’est pas un ensemble, et alors on
sort du domaine cantorien.

Nous pourrons donc, sans nuire a la généralité, nous bor-
ner a4 l'étude des ensembles dont les éléments existent.
C’est la une condition qu’on introduit presque toujours, du
moins implicitement. Qu'un ensemble E soit défini en exten-
sion ou en compréhension, notre choix ne portera donc, par
définition, que sur des é¢léments a, b, c, ... exempts de
contradiction. |

Mais cette convention peut compliquer le probléeme,
lorsque I’ensemble E appartient a la catégorie (B), car elle
peut introduire une relation nouvelle entre les éléments
Y, 2, ... et 'ensemble E.
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3. Remarques sur quelques postulats. Parmi les postulats
sur lesquels je me suis appuyé dans ma note sur les anti-
nomies de Russell et de Burali-Forti figure la propriété sui-
vante, que j'al appelée'propriété 1: lexistence d’un ensemble
entraine celle de tous ses sous-ensembles?. |

On peutla regarder comme un cas particulier de I'axiome 111
de ZErMELO, bien que le point de vue de Zermelo soit tres
différent du mien? Je l'admets pour les ensembles que
j’étudie dans ma note. Mais ce postulat, que j’ai admis sans
discussion, peut-il é&tre regardé comme une proposition a
démontrer? Est-il ‘plus commode, au contraire, de l'envi-
sager comme une sorle de définition plus large du mot
exister ? Nous verrons que les deux attitudes peuvent étre
justifiées. |

Bien entendu, la propriété 1 implique une condition que
on sous-entend toujours, et que Zermelo a essayé de pré-
ciser.

Soit R = («, b, ¢, ...) un ensemble exempt de contradic-
tion: les éléments a, b, ¢, ..., indécomposables ou non,
existent. Pour définir un sous-ensemble E' de E, on donne
ordinairement une propriété P caractéristique des éléments
de E (je laisse de coté le cas peu intéressant ou les éléments
de E’ sont donnés séparément). Le sous-ensemble E' est
constitué alors par les éléments de E qui possedent la pro-
priété P. ; . '

Voici alors en quoi consiste la condition que j'ai en vue:
un élément quelconque a de E étant donné, on peut toujours
reconnaitre sans ambiguité si cet étément posséde la pro-
priété P.

Cette condition ne differe pas au fond de celle qui est
contenue dans la définition classique de la notion d’ensemble,
mais si dans la définition de Cantor les objets parmi lesquels
on a & choisir sont supposés quelconques, ici ils font partie
d’'un ensemble E qui existe; nous n'avons donc pas a nous
assurer qu’ils sont exempts de contradiction, car ils existent

1 Ens. math., t. 19, 1917, p. 44.
2 Math. Annalen, t. 65, 1908, p. 261-281.
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par hypothése : leur existence est antérieure a celle du sous-
ensemble E’. |

La condition que je viens de rappeler est-elle suffisante ?
Je m’explique. Supposons qu'un ensemble E existe, c'est-a-
dire qu’il soit exempt de contradiction dans un champ déter-
miné qui comprend par hypothése les champs partiels rela-
tifs & ses éléments. Supposons de plus que la propriété
spécifique P caractéristique des éléments d’'un sous-ensemble
E’ vérifie la condition que j’ai rappelée. Avons-nous le droit
d’affirmer que E’ existe ?

La réponse serait immeédiate si le champ de E’ faisait partie
du champ de E; mais le premier ne s’emboite pas nécessai-
rement dans le second.

Il est vrai que les champs partiels des é¢léments de E’ font
partie du champ de E. Mais le champ de E’ comprend encore
les propriétés de cet objet nouveau que nous avons a ppelé E',
et ces propriétés sont extérieures aux champs partiels; elles
ne font pas nécessairement partie du champ de E.

Dans ces conditions, notre postulat ne résulte pas immé-
diatement des conventions introduites, et 'on pourrait cher-
cher a le démontrer, en délimitant le champ de E, et en pré-
cisant les conditions auxquelles doit satisfaire la propriété
spécifique P.

Mais un autre point de vue est admissible. On pourrait,
par convention, faire entrer dans le champ de E non seule-
ment les champs relatifs a ses éléments «, b, ..., mais encore
les champs plus vastes relatifs a ses sous-ensembles, en
supposant toujours queiles propriétés spécifiques P vérifient
la condition essentielle que j’ai rappelée.

Dans ce cas, la propriété 1 est vraie par définition : un
sous-ensemble E’ existe, parce que I'existence de E implique
par définition celle de E’; nous avons élargi le champ de E
par l'adjonction des champs relatifs aux sous-ensembles de
E. Je n’insiste pas sur les inconvénients que peut présenter
cette maniere de voir.

J. Konig s’est-il placé a ce point de vue? Je ne saurais
Paffirmer; j’aime mieux renvoyer le lecteur a ses « Neue
Grundlagen », p. 172. ‘ i
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Dans un travail déja cité, M. Zermelo a cherché a préciser
la condition a laquelle doit satisfaire la propriété spécifique
P. Je rappelle que ce mémoire a été analysé par H. Poincaré
dans le chapitre IV (La logique de l'infini) de ses « Derniéres
Pensées ».

Quoi qu'il en soit, j’ai admis la propriété 1 sans discus-
sion, de méme que j'ai admis sans discussion les trois pos-
tulats sur lesquels je me suis appuyé dans la seconde partie
de ma note sur les antinomies de Russell et de Burali-Forti,
car c’est le probléme fondamental, et non la discussion dés
postulats, que j'avais en vue dans ce travail. Je voulais
montrer que mes postulats pouvaient suffire dans le cas par-
ticulier que javais a traiter.

Du reste, a part le troisieme, ces postulats, sous une forme
un peu différente, ont déja été utilisés, entre autres par
Zermelo, Hessenberg, J. Konig, et analysés par H. Poincaré.
Je rappelle que mon postulat 1 correspond a I'axiome IV de
Zermelo, et le postulat 2 a4 son axiome V. Quant au pos-
tulat 3, on s’en est servi implicitement.

A ces postulats s’appliquent en partie les remarques que
j'ai faites & propos de la propriété 1, et cela est vrai surtout
du postulat 3. Dans ce postulat, la loi de correspondance
doit étre définie sans ambiguité. Et la méme question se
pose que tout a I’heure : cette condition est-elle suffisante ?

Cuaritre II.

4. Remarques sur les antinomies cantoriennes. Les anti-
nomies cantoriennes ont été parfois comparées aux argu-
ments de Zénon d'Elée et aux antinomies kantiennes. Qu'’il
s'agisse de ’ensemble de Russell ou de I'antinomie de Burali-
Forti, ou encore de I'exemple si curieux donné par M. Ri-
chard, des contradictions en apparence irréductibles éclatent
entre les conclusions qui nous semblent également légi-
times. o B |

Qu’un raisonnement correct aboutisse & une contradiction,
le fait n'a rien de surprenant par lui-méme. Une contradic-

e
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