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DÉVELOPPEMENT D'UNE PUISSANCE QUELCONQUE,
ENTIÈRE ET POSITIVE,

DE COS xOUDE SIN .r EN FONCTION LINÉAIRE
DES COS ET SIN DE MULTIPLES DE

PAR

Edouard Barbette (Liège).

Le développement d'une puissance quelconque, entière et
positive, de cos xou de sinx en fonction linéaire des cos et
sin de multiples de x,reposesur les deux théorèmes
suivants :

Théorème I. — Si l'on a

«>2 n—1 2 il » acos X — A0 -f Aj cos 2x + A2 cos 4x -f A3 cos 6.x +
+ Aw__2 cos 2(n — 2),x + cos 2(n — l)x + A#i cos 2nx (1)

on a aussi :

1° 22n cos2"+lar m (2A0 + AJ cosx-f (A, + Aa) cos3a; + (A2 +As) cos5x +
^n—2 "T A„_i) cos (2ai 3)x -j- -f- An) cos (2n — l)x

+ A;| cos (2n -f- 1 x

B0 cos x + Bj cos 3x -j- B2 cos 5x -f- + B#|__2 cos (2n — 3)x
~f~ î cos (%n — l).x -j- Bw cos (2ai + l)a; (2)

2° 2 + cos ,+2^ — B0 -j- (B0 -f B1) cos 2x -f (B1 -f- B2) (cos 4.x' -f
+ (B,t—2 + i) cos %{n — l)x + (B/|__1 -f BJ cos 2nx + B/? cos 2(ai + l)x

Théorème II. — Si l'on a

2 sin x r= A0 Ax cos 2.x -f- A2 cos 4x — A3 cos 6x -f-i A,i_2 cos 2(^ 2)a; zp A/;__Â cos 2(a* — l)x + Aw cos 2aix (3)
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on a aussi :

lo 22w sin2""^1# (2A0 + AJ sin# — (kx + A2) sin3# + (A2 + A3) sin5#—

± (A;l_2M- A/,-i) sin(2rc — 3)#=j=(A/i_1 + AJ sin(2/i — l)x± An sin(2n + 1)#

— B0 sin x — Bj sin 3# -f- B2 sin 5# — • • • — ^«—2 s,u

Ip sin (2n — 1)# + B^ sin (2n -{- 1)# (4)

2o 22"+1 sm2n+2x B0 — (B0 + B,) cos 2# + (Bj B2) cos 4# —

qp (Bw_2 + Bcos 2(ri — 1 )x ± (Bw_a + Bft) cos 2nx Ijl Bw cos 2(/i + 1)#

+ ou —, selon que /z est pair ou impair.
Ces théorèmes se démontrent facilement en multipliant

les deux membres de l'égalité (t), puis de l'égalité (2), par
2cos^r, — les deux membres de l'égalité (3), puis de l'égalité
(4), par2sin^r, tout en faisant usage des formules de loga-
rithmisation :

l l2sin — (p + q) cos — (p — q) sin p + sin q

1 1
2sm — (p — q) cos — (p + q) sin p — sin q ;

1 1

2c°s — (p -f q) cos — (p — q) — cos p + cos q

1 1

— 2sin — [p + q) sin — (p — q) — cos p — cos /

Puisque
2cos2# — 1 -f- cos 2# et 2sin2 x 1 — cos 2#

la loi des coefficients, pris en valeur absolue, des puissances
successives donnant 2m 1 cosmx ou 2m~lsmnx% à partir de
m 2, se résume en le tableau suivant :

1 1

3 1

3 4 1

10 5 1

10 15 6 1

35 21 7 1

35 56 28 8 1

126 84 36 9 1

126 210 120 45 10
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en sorte que

2cos2 x zn I -{- cos 2#

4cos3 x zn 3cos x -f cos Sx

8cos4 x zn 3 -f- 4cos 2x -j- cos 4#

16cos5 # — lOcos # + 5cos Sx + cos 5#

32cos6# zn 10 -f- 15cos 2x 6cos 4# -}- cos 6#

et
2sin2 x Hz 1 — cos 2x

4sin3 x zh 3sin x sin Sx

8 s in4 x zh 3 — 4cos 2x + cos 4#

16sin5 x — lOsin x — 5sin Sx -f sin 5x

32sin6 x zh 10 — 15cos 2x + 6cos 4# — cos 6#

De cette loi des coefficients et de la loi des coefficients du
binôme de Newton, on déduit les quatre relations suivantes :

22w—2cos2"-1 x zz 2 -i cos (2n — 2i — 1)#
} i=n—1

f 2 cos2"# HZ -f 2 Cl2n cos 2(n — i)x ;

\ i—n—1

2 Sln2 i 1

x 2 (~~ 1)Î+,I~1 C2n—\ sin (2^ — 2/ — 1)#
1 i—n—1

/ 2 sln x — ^2«—1 — 2 (—l)^w—1 cos 2 (n — i)x
^ i—n—1

Ces identités donnent le développement immédiat d'une
puissance quelconque, entière et positive, de cos.r ou de
sinx.

Application I. — Les seconds membres de ces relations,
égalés à zéro, fournissent des équations qui n'admettent
pour solutions, les deux premières que les solutions de

cos.r 0 c'est-à-dire x — ~+ ku,lesdeux dernières que
les solutions de sin^r 0 c'est-à-dire x — hn.
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Application II. — De ces mêmes relations, par voie de

multiplication, on déduit des identités :

Par exemple, puisque

2 x 2cos2.r X 4cos3^r 16cos5«r

on a

2(1 —J— cos 2^)(3cos x -j- cos 3x) m lOcos x -}- 5cos 3# + cos 5x

De même, puisque

2 X 2sin2# X 4sin3^ 16sin5#

on a

2(1 — cos 2#)(3sin x — sin Sx) — lOsin x — 5sin Sx -|- sin 5x

Application III. — On a immédiatement:

22«~2/cos2"-1 xdx2 CL_tSin^r^ri1)X + T
1 i=n—I

22»-1/oos2« xdxC»^x+ 2 C<„Sil;^^ + y ;

\ i—n—1 ^ '

22"-2/sin?'^xdx- 2 <- CL-l C°S^_r2f-"l1>': + T '
1 i=n—1

22»-1/ s\r?'1xdx C'LUx-2(-1)^"'1C2.8in2y ~.->>aC + T '
\ i—n-1 '

y étant une constante arbitraire.
Liège, 1920.
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