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DEVELOPPEMENT D'UNE PUISSANCE QUELCONQUE,
| ENTIERE ET POSITIVE,
DE COSx OU DE SINz EN FONCTION LINEAIRE
DES COS ET SIN DE MULTIPLES DE x

PAR

Edouard BareerTE (Liége).

Le développement d’une puissance quelconque, entiére et
positive, de cosz ou de sinx en fonction linéaire des cos et
sin de multiples de x, repose sur les deux théorémes sui-
vants :

THEOREME 1. — Si 'on a

2212—1 (‘OSQn xr — AO + Al cos 2x + A2 cos b + A3 cos bx + e
T Aupcos2(n— 2w + A, cos2(n —fjx 4 A, cos2nx , (1)

on a aussi :
1o 22”cos2"+1x:(2A0+A1)cosx—[—(A1+A2)0083x+(A2+A3)c0s5x+...
+(A,_o+ A,_4)cos(2n —8)x + (A,_1+ A, cos(2n— 1)x
+ A, cos (2n 4 1) x
= B, cos x 4 B, cos 3x Bycos b + ... 4 B, _,cos (2n — 3)x
+ B,_;cos(2n — 1)x + B, cos (2n 4 1)x (2)
20 221+ oot B, 4+ (B, + B,) cos 2z + (B, + B,) lcos 4x + ...
+(B,_, + B, 4)cos2(n—1)x -+ (B, + B,) cos 2nx + B, cos2(n+1)x .
Tugoreme Il. — Si I'on a
22—l gin2" y — Ay — A, cos 2x + A, cos bx — A, cos b6 4 ..,

+ A, ,cos2(n— 2)x = A, _jcos2(n —1)x + A, cos 2nx , (3)
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on a aussi :

1o 2271 sin2"+1x — (2A0 4 Al) sinx-—(AI +A2) sin3x + (A2 —|—A3) sinbw — ...

4+ (A, J+A, )sin(2n—3)xF(A,_,+A,)sin(2n—1xEA, sin(Zn+1)x
= B,sinx — B, sin3x + B,sinbx — ... &= B, _,sin(2n — 3)x
F B, _;sin(2n — 1)z &£ B, sin(2n 4 1)x (4)

20 92+l gin2nt2,y — B, — (B, + B,)cos 2x 4 (B, 4+ B,) cos 4x — ...
F+ (B, 4+ B, ;) cos2(n—1)xx (B, , + B,)cos2nx B, cos2(n41)x ,

+ ou —, selon que n est pair ou impair.

Ces théorémes se démontrent facilement en multipliant
les deux membres de I'égalité (1), puis de I'égalité (2), par
2cosx, — les deux membres de I'égalité (3), puis de 1'égalité
(4), par 2sinx, tout en faisant usage des formules de loga-
rithmisation :

1
2sin§(p + q) cos%(p———q):sinp -+ sing ,
9si 1 1 . . )
81n—2—(p——q) COS,E(P—'_ q) = sinp — singq ;

1 1
200s-—2—(_p—|— q) cos~2~(p — q) = cosp + cosq ,

.1 o1
——~2sm—2—(p+ q)sm§(p-—q):cosp—cosf .

Puisque

2cos2x = 1 -+ cos 2x et 2sin?x = 1 — cos 2x

’

la loi des coeflicients, pris en valeur absolue, des puissances ir

. —1 B . .
successives donnant 2" cos”™x ou 2™ 'sin™x, a partir de
m — 2, se résume en le tableau suivant :

1 1
1 y
3 4 1 |
10 5 1
10 15 6 1
35 21 7 1
35 56 28 8 1
126 84 36 9 1

126 210 120 45 10 1
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en sorte que

2cos?x = 1 4 cos 2x

beos®x — 3cos x + cos 3x

8cos*x = 3 4 4cos 2x + cos 4
16cos® x = 10cos x 4 5cos 3.¢ 4 cos b

32cos®x = 10 - 15c0s 22 -+ 6cos b + cos 6x

et ‘
2sin?x — 1 — cos 2x

4sin® x = 3sin x — sin 3x
8sin*x — 3 — 4cos 2x + cos 4x
16sin® x = 10sin x — 5sin 32 <+ sin 5z

32sin®x = 10 — 15co0s 2= 4 6cos bx — cos 6z

De cette loi des coefficients et de la loi des coeflicients du
binome de Newton, on déduit les quatre relations suivantes :

i=0
22120082 5 — 2 Clpq o8 (2n — 2 — 1) |
' i=n—1
=0
2n—1 2n n—1i .
2 cos™x = Cy~' -+ 2 Ci,,2 cos 2(n — Ha ;
i=n—1
‘ ) =0
2 sin e = N (— ) sin (20— 20 — 1)
i=n—1
=0
22 gin? x = C"n—_l1 —_ 2 (— 1)’+”—1 C;'n cos2(n — i)x .

I—=n-—1

Ces identités donnent le développement immédiat d’une
puissance quelconque, entiére et positive, de cosx ou de
sin x. ,

AppricaTiON I. — Les seconds membres de ces relations,
égalés & zéro, fournissent des équations qui n’admettent
pour solutions, les deux premiéres que les solutions de

Ly . T LK
cosx = 0 c’est-a-dire £ — 7 + kr, les deux derniéres que

les solutions de sinx = 0 c’est-a-dire x — %r.




3
|
3

multiplication, on déduit des identités:

s e o mmeg e
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AprricatioNn II. — De ces mémes relations, par voie de

Par exemple, puisque

2 < 2co0s?x < &cos3x — 16cos®x ,
on a '

2(1 4 cos 2x)(3cos x 4 cos 3x) = 10cos x + 5cos 3x -+ cos Sz .
De méme, puisque

2 >¢ 2sin? & X< 4sin® x — 16sin’x
on a

2(1 — cos 2x)(3sin x — sin 3x) = 10sin x — 5sin 3x + sin b .

AppricaTioN [II. — On a immédiatement:
i=0 . .
2n—2 2n—1 . U i sin (2’2 — 21 — 1)37
2 fcos xdzx = 2 Copy P F— 47
i=—=n—I1
=0 sin2n — iz

2n—1 2n . -1 ; = .
2 fcos xde = Cj _,x + .*2 C,,, T n — 3] + 71

t=n—1 )

=0 .
g i : 2n— 21 —1)x
92n 2f 2 ede — — N (1)1 ol cos |
sin™" ardx i:%l( ) Copnt 9 — % — 1 =T ,

i—0

- . 92 - et g Sin2(n — i)x
92n lfSIDandx _— C;’;nzlx"— 2 (__1)L+n 1(:;’1 2('(l -~ l)) + v,

i=n-1

y étant une constante arbitraire.
Liége, 1920.
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