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SUR UN THEOREME DE CINEMATIQUE

PAR

C. CarLrer (Geneve).

Considérons, a4 'époque ¢, un point p, un plan @, ou une
droite 9, tous trois mobiles. Soient. au bout du temps d¢,
p', @', 0’ leurs nouvelles positions infiniment voisines des
premiéres.

1° La vitesse du point (vitesse ponctuelle) a pour support la
droite qui joint p a p'. '

2° La vitesse du plan (vitesse angulaire) a pour support la
droite d’intersection des plans w et @’.

3° Pour obtenir la vitesse de la droite (vitesse linéaire), on
procédera comme suit.

Soit A la perpendiculaire commune aux droites ¢ et 9,
P, P" les pieds de cette perpendiculaire, IT et II' les plans
menés par A et les deux droites ¢ et ¢’ respectivement.

En passant de sa premiére a sa seconde position, la droite J
exécute autour de A un mouvement hélicoidal infiniment
petit dont les composantes translatoire et rotatoire sont iden-
tiques, la premiere, au glissement »"d¢ qui améne P en P/,
la seconde, a la rotation w'dt qui applique le plan I sur le
plan II'.

Alors, en premier lieu, le support de la vitesse linéaire
de la droite mobile coincide avec la perpendiculaire A; en
second lieu, 'extrémité de cette méme vitesse sera définie
comme égale a la quantité complexe

o+ o' . ' (1)
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164 C. CAILLER

L'imaginaire ¢, qui s’introduit ici, doit étre traitée dans
toutes les formules comme I'est en analyse une différentielle
dont les puissances supérieures a la premiére sont partout
négligées. On aura donc, en particulier

2 =0, =0 ;

cos (0w’ 4 co") =cosw’— w"sinw’e , sin(w’ 4 cw")=—sinw’+ o" cosw’e .

Les définitions ci-dessus pour la vitesse ponctuelle, angu-

laire et linéaire assimilent cette grandeur, dans les trois cas,

a un vecteur coté ou dyname. A ce point de vue la vitesse
linéaire est la plus générale des trois, sa grandeur, ou cote
du dyname, est la quantité complexe w’+ w”¢. Dans le cas
de la vitesse angulaire le dyname correspondant devient
réel; il est purement imaginaire dans le cas de la vitesse
ponctuelle.

Les notions précédentes étant acquises, considérons un
axe a de l'espace; nous dirons qu’un point p, un plan @,
ou une droite ¢ lui appartiennent si, a 'époque ¢, le point est
situé sur l'axe, le plan contient 'axe, si enfin la droite ¢
rencontre I'axe @ sous un angle droit.

Imaginons que p, w et ¢ fassent partie d’'un corps solide
mobile au lieu que I'axe @, auquel ils appartiennent, est fixe
dans I'espace absolu.

Nous avons alors le théoréme suivant, en quatre parlies,
dont seule la premiére est classique.

1° La projection sur @ de la vitesse d’un point p, appar-
tenant a @, est la méme quel que soit ce point. Soit g” cette
projection constante.

2° La projection sur a de la vitesse angulaire d’un plan
appartenant &4 a est la méme quel que soit le plan. Soit g’
cette projection constante.

3° La projection sur a de la vitesse linéaire d’'une droite ¢
appartenant & a est la méme quelle que soit la droite. Soit g
cette projection constante.

4° Entre les quantités g, g, g” dont la premiére est com-
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plexe et les autres réelles, existe la relation
— 0/__]_ g”E . (2) "

Pour comprendre ’énoncé de la troisiéme propriété, qui
est la plus générale, il convient d’ajouter ce qui suit.

La distance de deux droites telles-que a et A est égale,
par définition, a la quantité complexe &'+ ca”, ol & est
I'angle et «” la plus courte distance qui sépare ces droites.
"D’une maniére plus précise, &' et a” désignent les compo-
santes du mouvement hélicoidal fini qui améne I'une des
droites sur 'autre!. En outre, a I'instar de ce qui a lieu dans
le réel, la projection sur un axe a, d’'un dyname g, identique
par exemple avec la vitesse linéaire de notre droite J, s'ob-
tient en multipliant la cote du dyname, par le cosinus de sa
distance a ’axe de projection : c’est donc le produit

(0" 4+ w”¢) cos (a" 4 a’¢) . ~ (3)

Si on emploie un systéeme coordonné rectangulaire, et
que a,, a,, a; solent les coordonnées complexes de 'axe «a,
®is Ps, P les coordonnées du dyname gitesse, on démontre
que la dite projection est égale au produit intérieur
(@9) = a, 91 + a9, + a;9;; elle est donc linéaire relative-
ment & ¢. Par contre, si le dyname se décompose en plu-
sieurs autres, la projection du dyname résultant est la somme
des projections des composants. . .

Démontrons maintenant le troisiéeme théoreme ci-dessus.
C’est ce qui est bien facile, soit par la voie analytique, soit
par la voie géométrique. La preuve ne nécessite aucun
recours a des propriétés antérieures de la Cinématique du
corps solide; bien plus, elle redonne, en un clin d’ceil, 1'es-
sentiel de cette théorie. | |

Suivons la marche analytique. Désignous par b, les trois
coordonnées d'un dyname quelconque b, et employons les
notations vectorielles connues.

1 Je laisse ici de coté la détermination des signes, ou des sens, des grandeurs o et a”,
Le lecteur suppléera facilement cette omission,
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Il résulte immédiatement de la définition que les compo-

santes ¢, de la vitesse avec laquelle se déplace la droite ¢
sont égales a

as
Py = [3’ gj]h , (4)
d’ou Péquation?
ds, N
i = [¢. 6]11 . (5)

Une seconde droite ¢, de vitesse ¢, donne de méme

o _ .
=1 ¥, . (5%)

De ces formules (5) et (5') découle la relation

d ’ Idsh Nds;l ’ ~7
5(8h3h)_8h—dT+oh7-t—:{cp—<p,8,o} (6)

ou laccolade désigne le déterminant des trois dynames
¢ — ¢, 0 etd. |

Mais si les deux droiles ¢ et ¢’ font partie d'un solide, la
distance qui sépare ces droites ne varie pas avec le temps,
le premier membre de I’équation (6) est nul. Par contre, le
déterminant (6) étant égal a zéro, il faut que le dyname
¢’ — ¢.puisse se décomposer en deux autres agissant selon
les droites ¢ et ¢'. Autrement dit, A" et X étant deux scalaires
convenables, on doit avoir

’

®h — 9p = N8, — A, . (7)

Menons la perpendiculaire @, commune a ¢’ et ¢, de sorte
que (ad) = (ad’) = 0; on conclut de (7)

(a¢") = (ap) = g . (8)

! Remarquer qu’on ne peut pas remonter de (5) a la formule (4). On a, en posant (5), la
conséquence
ag
@h—sh(?8)=[5' al,

on n’en conclut (4), que si l'on sait d’avance @ perpendiculaire sur .
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C’est la proposition a2 démontrer, les deux membres de (8)
exprimant les projections sur @ des vitesses des droites 9
et ¢’. La projection sur @ ne dépend donc en rien de la droite
choisie, pourvu que cette derniére appartienne a a.

L’identité (7), qui s’applique & deux droites quelconques
appartenant au solide mobile, est fondamentale; on en tire
en un instant la conséquence que le mouvement du corps
est hélicoidal. o

Prenons en effet une nouvelle droite 9%; soit ¢? sa vitesse,
on doit avoir, & l'instar de (7)

2 —_— 3252 bis
?h—q‘gh_—_)\sh—pah' (7bie)
De la

2 1 3252 _ iat -
% goh._)\Bh )\8h+(7\ p.)Bh.

Mais le résultat doit étre du type vectoriel ad) + 64, , il
faut donc que A=pu. La vraie forme de (7**) est donc
¢, — 9, = )3, — 29, et voici la conséquence.

A chaque droite o, appartenant au corps, est associé un
certain scalaire }, tel que la différence

D, =9, — A5, , (9)

dans laquelle ¢, représente la vitesse de la droite, est un
vecteur constant, indépendant du choix de o.

Comme ¢ est nécessairement perpendiculaire sur ¢, on a
(99) = 0 la quantité ) est donc égale a — (@J).

Ce vecteur @, caractéristique du mouvement instantané,
est évidemment identique a I'axe glissant qui définit le mou-
vement hélicoidal. En fait, la formule (5) qui donne le mou-
vement d’une droite quelconque peut s’écrire encore, &
cause de (9), sous la forme

ds,

— =108, (10)

D’aprés cette équation, la droite ¢, qui coincide avec 'axe




168 C. CAILLER

du dyname @, posséde une vitesse nulle. De son coté I'équa-
tion (9), récrite sous la forme

?p = Pp — 8, (P, 0,) = [3[ D3]], (11

montre que la vitesse ¢ de toute droite qui rencontre ® i
angle droit est identique avec ®. Ces deux remarques dé-
montrent la proposition.

Reprenons un axe a et une droite § qui lui est perpendi-
culaire, selon (11), nous avons

g = (ahcph) = (a, ®,) -

La troisiéme partie du théoréme fondamental est retrou-
veée, car le dernier terme de la relation précédente ne dépend
évidemment pas du choix de ¢. Mais nous apprenons par
surcroit que la constante g, caractéristigue des droites
perpendiculaires a Uaxe a, s’obtient en projetant sur cet axe
le mouvement instantané du corps.

En résumé, de ’équation (11) 1l résulte que le mouvement
réel du corps peut se remplacer par deux autres mouvements
hélicoidaux; 1'un, égal a g — (a®), s’exécute suivant un axe
a choisi a volonté, lautre f s'opére suivant un certain axe
rencontrant le premier 4 angle droit. Si ce dernier mouve-
ment existait seul, la vitesse d'un point p ou d’un plan
appartenant a « lui serait normale; ces vitesses ponctuelle
et angulaire estimées selon @ sont donc dues exclusivement
a la premiére composante g.

Ainsi se trouvent démontrées les parties 1°, 2° et 4° du
théoréme fondamental.

Terminons par les remarques suivantes : ‘

La counstruction de la vitesse ¢ d'une droite ¢ li¢e au corps
se trouve en interprétant la formule (11), ce qui est immeédiat.

On formera un triédre trirectangle dont la premiére
aréte soit d, et dont la seconde soit perpendiculaire d’une
part a la droite d, de I'autre a I’axe instantané glissant. La
vitesse cherchée est la troisiéme aréle du triédre ; quant a
sa grandeur complexe, elle vaut ® sind, formule dans la-
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quelle d mesure la distance complexe qui sépare les droites d
et®. |

Si donc on connait les surfaces réglées S, et S, engen-
drées par deux droites du corps, comme J, et J,, et si I'on
sait comment ces surfaces se correspondent aréte par aréte,
on aura pour déterminer, au temps ¢, la position de l'axe
glissant la construction suivante.

Soit a la dite époque 9, et d, les deux arétes correspon-
dantes sur S, et S,. Par les points centraux C, et G, de ces
deux droites, élevons les normales aux surfaces S, et S,,
I'axe instantané les rencontrera toutes deux a angle droit.

Cela résulte, en un clin d’eil, ou de la remarque précé-
dente, ou du théoréme fondamental lui-méme.

L’exposition précédente ne saurait, cela va sans dire, rien
ajouter d’essentiel aux éléments de la Cinématique. Elle n’en
posséde pas moins des avantages évidents au point de vue
didactique. C’est d’emblée qu’on aborde le cas général d’'un
solide quelconque; il suffit ensuite de prendre les droites
mobiles qui définissent le solide, ou toutes convergentes
en un point fixe, ou toutes normales 2 un méme plan pour
voir les moments autour d’un centre, ou paralleles a un plan,
se subordonner au cas général de la maniére la plus natu-
relle, sans d’autre simplification que le passage du complexe
au réel. | " : ‘
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