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CALCUL DES RACINES REELLES 131 h

sur 'unité de longueur, le moment de ses faces est 3, comme
on le vérifie immédiatement en prenant ce moment en I'un
des sommets. Il en résulte que le volume dun polyédre
quelconque est mesuré, avec cette unité, par le tiers du
moment du systéme de vecteurs-aires formé par ses faces.

On concoit facilement que cette théorie peut s’étendre a
des volumes de forme quelconque.

CALCUL DES RACINES REELLES
D'UNE EQUATION ALGEBRIQUE ou TRANSCENDANTE
PAR APPROXIMATIONS SUCCESSIVES

PAR

Mladen-T. Birircu (Belgrade).

Le procédé par approximations successives appliqué a
’extraction de la n™ racine d’un nombre réel et indiqué dans
une Note précédente! peut étre, sous certaines conditions,
généralisé et appliqué au calcul des racines réelles d'une
équation algébrique ou transcendante.

Soit flx) =0 l'’équation donnée, algébrique ou transcen-
dante, dont on cherche une racine réelle simple, que nous
désignerons par a. Considérons deux fonctions :

PSP R VALY Y .l
e ] ] B (T

(Ces deux fonctions se réduisent aux fonctions o(x) et ¢(x)
de la Note citée en remplacant f{x) par * — A.)

Supposons que la racine cherchée @ soit dans un intervalle
(m, M) dans lequel : 1° la fonction f{x) n’a pas de singularités ;

1 M.-T. BiritcH, Enseign. mathém., T. XX, 1918, p. 194-198.
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2° sa dérivée f'(x) ne s'annule pas; 3° les dérivées ®'(x) et
/" (x) ne changent pas de signe. |

Pour abréger, nous dirons que 'intervalle (m, M) satisfait
a la condition (A). Pour = a on aura

®la) = W(a) = a ; - D) = D"(a) = lIf"’(a) =0 ;
D"(a) £ 0,  Wra) 0 .

" Le point A(t =, y = a) sera un point d’inflexion de la
courbe
y=D(x (%)

a tangente parallele a I'axe des x, ou la courbe traverse sa
tangente :

en montant si  ®”(a) > 0 ; en descendant si  $”(a} < 0 .

La dérivée @'(x) étant le produit d’un carré par la diffé-
rence 3/"%(x) — f'(x)["(x), celte différence ne peut pas chan-
ger de signe dans l'intervalle (m, M) si celui-ci satisfait a la
condition (A); ce signe sera celui de ®"(a). Donc la fonction
D(x) :

ne sera jamais décroissante dans l'intervalle (m, M) si ®"(a) > 0

ne sera jamais croissante dans l'intervalle (m, M) si ®"(a) <0 .

Le méme point A(x = a, y = a) sera pour la courbe
y =Wz ()
le maximum si  f’(a)f"(a) < 0 ; le minimum si  f’(a)/"(a) > 0 .

Les courbes (g) et ({) seront, dans l'intervalle considéré,
d’un coté du point A toutes deux croissantes ou décrois-
santes, c'est-a-dire elles seront du méme coté de la tangente
commune en A, ce qui arrivera si ®'(x).W(x) > 0. Au con-
traire de autre c6té du point A, ot on aura () W'(x) < 0
I'une des deux courbes sera croissante et I'autre décrois-
sante, c’est-a-dire elles seront des deux cotés opposés de
cette tangente commune.

Considérons maintenant la droite

F=a ()
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qui passe aussi par le point A. Au voisinage du point A, (o)
sera au-dessus de (d) a2 gauche de A et au-dessous de (d) a
droite de A. ,

On peut facilement construire :

a) la droite (d); b) la tangente commune (t) au point A,
choisi arbitrairement sur (d); ¢) deux courbes () et (¢), qui
aurontau voisinage du point A la forme de y === (x — a)?+ a
et y = - (x — a)? + a. En combinant les signes 4 et — on
aura quatreé figures, que nous omettons.

Donnons & x une valeur x, quelconque, proche de la
racine cherchée «. La droite x = x, coupera toutes les quatre
lignes : (d), (2), (¢) et () aux points): D, T, @ et ¥, dont les
ordonnées seront désignées par

o t,=a , o, = D (x,) et by = W(x,) -

Désignons par e, le signe de ®'(x,) et par ¢, celui de W'(x,).

Une discussion facile montre que : |

1° Si ¢y .65 < 0 et si le point D ne se trouve pas entre )
el ¥, les valeurs g, et ¢, seront deux valeurs approchées de
la racine cherchée @ : 'une par défaut et 'autre par exces.

Les deux valeurs approchées ainsi trouvées; pour appli-
quer de nouveau le procédé, dans le but de déterminer deux
nouvelles valeurs encore plus approchées de a, on peut
prendre pour x I'une valeur quelconque, que nous désigne-
rons par x,, comprise entre les deux valeurs approchées
déja trouvées. Ceci facilite le calcul, car on choisit pour x
une valeur commode pour le calcul. On pourra toujours
choisir une telle valeur x, que les conditions énoncées plus
haut restent.

En continuant ainsi avec chaque valeur choisie pour x,
on aura deux suites de valeurs approchées : I'une par défaut
et l'autre par excés. Chacune de ces suites converge vers la
méme limite a. ‘

En choisissant dans l'intervalle ¢ , ¢, (ot n == 0, 1,2,...)
pour x une valeur x,44 qui est la plus commode pour le
calcul a effectuer, on n'a pas besoin de connaitre les nombres
o, et ¢ exactement. Il suflit de connaitre les chilires com-
muns a ¢ el ¢ et les premiers chiffres qui les suivent. On
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reconnait le nombre de chiffres a calculer par la valeur de
la différence

1 f”(xn) ﬂx”) ?
t = o= Wi, — P, =3 flx [f’(x )]

que nous désignerons par A,. Soit

1 1.

oo 100’
les deux nombres ¢ et ne pourront différer qu'en (% 4 1)™e
décimale. En calculant A, avec telle approximation pour
déterminer le nombre ), on saura d’avance le nombre de
décimales communes a deux nombres ¢, et ¢ .

Puisque ¢, et ¢ sont les deux valeurs approchées de la
racine a, 'une par défaut et 'autre par exces, la racine «
aura comme décimales exactes celles qui sont communes a
9, et §,. Pour savoir deux limites entre lesquelles se trouve
la racine, il faut calculer encore une décimale. Donc on cal- .
culera ¢ avec A4 1 décimales, on ajoutera — A, et on
aura ¢, . (Quelquefois il est utile de calculer A + 2 déci-
males.) .

2° Si¢, .6, <O et sile point D se trouve entre @ et ¥, les
valeurs approchées seront «x, et

Q

0, st og <0 ; dy si g <O .

On pourra choisir pour x une nouvelle valeur x, entre les
valeurs approchées, pour laquelle on aura le 1° cas.

Il suffit de connaitre les chiffres communs & x, et g, ou ¢
et le premier chiffre différent qui les suit.

3° Sl e, <0 et ¢, <O les valeurs approchées de a (par
défaut et par excés) seront &, et celles parmi les deux valeurs
90 et ¢, qui est la plus proche de x,. On pourra choisir pour
x une nouvelle valeur x, entre les valeurs approchées pour
laquelle on aura le 1° cas. |

4° St ¢, > 0 et g, > 0, les conditions précédentes ne con-
duisent pas a deux valeurs approchées de a. Pour que x,
soit une valeur approchée de «, il suffit que la condition

supplémentaire :
Flg) 17 () [ty — @ ()] > 0 ()
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soit remplie. Dans ce cas ¢, sera une valeur approchée de @,
plus approchée que .

Si g, < x, on choisira x, < ¢+

si g, > %, on choisira x; > ¢,-

La valeur choisie z, doit étre plus commode pour le calcul
a effectuer que g, et étre dans I'intervalle (m, M). On pourra
choisir une telle valeur x, qu’il se présente le 1° cas.

Mais si Uintervalle qui contient x,, x, et les valeurs appro-
chées ne satisfaisait pas a la condition (A), ou sile point
x = x, ne satisfaisait pas & la condition supplémentaire (s)
dans le 4° cas, on choisira une autre valeur quelconque,
quon désignera de nouveau par x, et on recommencera les
calculs.

Exemples. — 1° f(x) = x° + 222 4+ 3r 4+ 4=0.

Partons de la valeur £, — — 2. Nous aurons ¢ > 0, &, > 0
et la condition supplémentaire (s) sera satisfaite. On cal-
culera g, = — 1,67 > — 2. On choisira x; > o, par exemple
x, = — 1,6 qui est plus commode que g, pour le calcul a
effectuer. Nous aurons ¢, > 0, ¢, < 0; A, sera 0,002 (X = 2)
et nous aurons deux valeurs approchées de la racine a:

o, — — 1,6505 , $, = — 1.652 .

T1

Nous choisirons pour x, la valeur — 1,651 qui est la plus
commode pour le calcul a effectuer. Nous aurons ¢,.e, < 0
et A, = 0,0000001 (A =16), ce qui fournit les deux valeurs
approchées : g, — — 1,6513897, ¢, = — 1,6513898. On con-
nait ainsi cette racine a 6 décimales exactes: x ——1,651389.

2° flr) =x + sinx — 1 =0. .

Partons de la valeur x, = 0,5. On aura ¢ >0, ¢, > 0.
La condition supplémentaire (s) étant satisfaite, on aura
o, = 0,5109 > x,, et on choisira pour x une valeur x, > ¢,
on posera par exemple x;, = 0,511. On aura ¢ .¢ < 0,
A, = 0,0000000007 (A =19) les deux valeurs approchées
seront ¢, == 0,5109735598 et ¢, = 0,5109735591. On con-

nait ainsi cette racine a 9 décimales exactes :

x = 0,510973 559 .
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