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SUR L'ÉLIMINATION ALGÉBRIQUE

PAR

Ch. Riquier (Caen).

Deuxième Partie P

Conditions pour que n équations algébriques à l'inconnue x
admettent quelque racine commune.

7. — Nous commencerons par établir deux lemmes.
Lemme premier. Considérons les n équations algébriques,

à l'inconnue x,

A(x) A0xa + kxxa 1 + + &a—\x "p ®
' j

BH B0xb + Bjxh~x + + Bh_xx + Bb 0 /

G {x) — CQxc -f- Cj xc -f- + + Gc 0 (^)

L(x) — bQxl h1xl 1 + + Bt_xx + — 0 J

dont les degrés (apparents), a, b, c, 1, sont tous
supérieurs ci zéro ; on notera, au sujet de l'écriture adoptée pour
ces équations, que, dans le terme général de chacune d'elles,
l'indice du coefficient et l'exposant de x ont pour somme le

degré (apparent) de l'équation. Supposons maintenant que
l'une au moins d'entre elles, par exemple la première,
A(x) 0, n'ait pas tous ses coefficients nuls ; puis formons,
avec les n — 1 dernières, la combinaison

X B (x) -j- + + wL(i) 0

OÙ

X, [1, 0) (15)

désignent n — 1 indéterminées.

1 Voir L'Enseign. mathem., t. XX, il" 6, p. 405-421.
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Cela étant, pour que les n équations (14) admettent quelque
racine commune, il faut et il suffit que, pour toutes valeurs
des indéterminées (15), les deux équations

A{x) 0 |

\B(x) -f- [i-G(x) -f -}- toL(#) 0

admettent quelque racine commune.
La condition est évidemment nécessaire, et nous avons à

prouver qu'elle est suffisante.
I. Considérons un polynôme entier dépendant de

variables w, v, en nombre quelconque, et, dans les plans de
notation graphique de ces variables, décrivons, autour des
valeurs particulières uQ, e0, prises comme centres, un
système de cercles. Quelque petits que Von suppose ces cercles,

| pour que, ci leur intérieur> le polynôme prenne la valeur
J zéro indépendamment des valeurs attribuées aux variables
j u, v, il faut et il suffit que ses coefficients soient tous nuls.
I La condition formulée est évidemment suffisante, et il nous
| reste à établir qu'elle est nécessaire.
j Or, elle l'est évidemment quand il s'agit d'un polynôme

entier à une seule variable : car, si le polynôme n'avait pas
tous ses coefficients nuls, il ne pourrait prendre la valeur
zéro que pour un nombre essentiellement limité de valeurs
de cette variable (n° 1). Il suffit alors de prouver que si la
condition formulée est nécessaire dans le cas d'un polynôme
entier à q — 1 variables, elle l'est encore dans le cas d'un
polynôme entier, F(m, c, dépendant des q variables
m, e,

A cet effet, ordonnons le polynôme F (m, c, par
rapport à w, et mettons-le sous la forme

/oK •••) ...)u + f2(v, ...)ù2 + (17)
OÙ

/oK ••) M?, U(v ' ..•) ••• (18)

sont des polynômes entiers (en nombre limité) dépendant
des q — 1 variables c, Si, à l'intérieur du système de
cercles considéré, on attribue à v, un système déterminé
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de valeurs particulières, l'expression (17) s'évanouit quel que
soit u, et l'on a dès lors

o f\w, o M*, •••) o

Mais, les valeurs particulières que nous venons d'attribuer

à v, étant, dans les limites imposées, complètement
arbitraires, il résulte de ce qui est admis sur les polynômes
entiers à q — 1 variables que les coefficients des divers
polynômes (18) sont tous nuls, et, par suite, ceux du polynôme
F (m, v,

II. Etant donné un nombre quelconque de polynômes
entiers, dépendant d'un nombre quelconque de variables, et

dont aucun n'a tous ses coefficients nuls, il existe quelque
système de valeurs de ces variables n'annulant aucun des

polynômes.
A. Lorsqu'un polynôme entier, F(u, v, à un nombre

quelconque de variables, prend une valeur différente de zéro

pour un système déterminé, (u0, v0, de valeurs particulières

de ces variables, il reste différent de zéro pour toutes
valeurs de u, v, suffisamment voisines de u0, v0,

Effectivement, si l'on désigne par M0 le module (non nul)
de F(&0, v0, et par p une quantité positive (> 0) choisie
comme on voudra au dessous de M0, il résulte de la continuité

de F (m, v, que, pour toutes valeurs de u, v,
suffisamment voisines de u0, v0, oiraura

mod [F(m, v, — F (u0, v0, ...)] < M0 —

et à plus forte raison

M0 — mod F (u v ,...)<[ M0 — [i.

c'est-à-dire
mod F (m v a

B. Revenons à l'énoncé formulé au début du présent
alinéa II.

Lorsque le nombre des polynômes se réduit à 1, la
propriété qu'il s'agit d'établir résulte immédiatement de l'alinéa

I; pour prouver qu'elle est générale, il suffit donc de
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montrer qu'en la supposant vraie pour p — 1 polynômes,
elle l'est nécessairement aussi pour les p polynômes

Q (m, v, R(w, v, S (u, v,

dépendant de variables w, c, en nombre quelconque. Or,
aucun de ces p polynômes, et, notamment, des p—1
premiers, n'ayant, par hypothèse, tous ses coefficients nuls, on
peut, en vertu de ce qui est admis, assigner quelque système
de valeurs, (w0, c0, tel que les/):—1 polynômes

Q m R M

soient tous différents de zéro pour
r, u0,

et pa rsuite (lemme A)pour toutes valeurs de e,... suffisamment

voisines de u0,c0, Cela étant, si l'on a S(u0,

^ 0, le système de valeurs (u0, c0, satisfait à toutes les
conditions requises. Si l'on a au contraire Sc0, 0,
il existe certainement, dans un voisinage aussi rapproché
qu'on le voudra de (wu, c0, et par suite dans un domaine
où aucun des p — 1 premiers polynômes ne peut s'annuler,
quelque système de valeurs, {u„ c,, n'annulant pas
S(m, c, : car, sinon, le polynôme S(w, c, aurait, en
vertu de I, tous ses coefficients nuls, ce qui est contraire à

l'hypothèse; pour les valeurs u,. r,. on aura donc à la
fois

Q "1 > <'i> •••) ^0R(«J V,, rjt 0 Sfiq, e,, ^ 0

III. Il existe, pour les n—1 indéterminées (15), une infinité

de systèines de valeurs,

y,[Aw', \

X", [/', co",
J

V", v!",...to'",

/ m

tels que, dans le tableau (19), qui contient n — 1 colonnes et
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une infinité de lignes, n - 1 lignes arbitrairement choisies

forment un déterminant différent de zéro.

Effectivement, à une première ligne, «A

composée de n — 1 éléments arbitrairement choisis sous la

seule restriction de n'être pas tous nuls, on peut, par 1

application de l'alinéa II à un polynôme linéaire et homogène

dépendant de deux variables, adjoindre une deuxième ligne,

w u", telle que le tableau résultant,

y, h-', *>', |

X", p.", to",

à n—1 colonnes et deux lignes, contienne quelque
déterminant du second ordre différent de zéro ; puis, par l'application

de l'alinéa II à un polynôme linéaire et homogène

dépendant de trois variables, adjoindre à ce dernier tableau

une troisième ligne, fx", gA, telle que le tableau résultant,

y, p/, to', \

y, p.", to",

X'", p5, to'" j

à n—t colonnes et trois lignes, contienne quelque
déterminant du troisième ordre différent de zéro; et ainsi jusqu'à
ce que, par l'application de l'alinéa II à un polynôme linéaire
et homogène dépendant de n — 1 variables, on ait obtenu

un tableau carré,
)/, p.', a/., \

X", p." to" J

' - "(20)

X(„-2>
^ ^(n-2) _ Jn-2)

§

i

tM, J"-1) J

formant un déterminant d'ordre n — 1 différent de zéro : il
est alors manifeste que, dans le tableau (20), toute association

de n — 2 lignes contient quelque déterminant d'ordre
n — 2 différent de zéro.

Gela étant, on pourra, par l'application de l'alinéa II à

plusieurs polynômes linéaires et homogènes dépendant de

L'Enseignement mathém., 21° année; 1920. 7
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n 1 variables, adjoindre au tableau (20) une ligne,

à 11 1 colonnes et n lignes, toute association de n — 1

lignes forme un déterminant différent de zéro: il est alors
manifeste que, dans le tableau (21), toute association de
n 2 lignes contient quelque déterminant d'ordre a — 2
différent de zéro.

Par une nouvelle application de l'alinéa II à plusieurs
polynômes linéaires et homogènes dépendant de n — 1 variables,
on pourra maintenant adjoindre au tableau (21) une ligne,

à n 1 colonnes et n -j- 1 lignes, toute association de n— 1

lignes forme un déterminant d'ordre n — 1 différent de zéro :

il est alors manifeste que, dans le tableau (22), toute
association de n 2 lignes contient quelque déterminant d'ordre
n — 2 différent de zéro.

Par une nouvelle application de l'alinéa II, on pourra de
même, etc.

telle que, dans le tableau résultant,

(21)

X('H-i)
r

telle que, dans le tableau résultant,

(22)
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Ce mode de raisonnement peut, comme on le voit, être

indéfiniment poursuivi.
IV. Revenons à notre énoncé général, et supposons que,

pour toutes valeurs des n—1 indéterminées (15), les deux

équations (16) admettent quelque racine commune il s agit
d'établir que les néquations (14) admettent nécessaiiement

quelque racine commune.
En effet, puisque, pour toutes valeurs de À, p, m. les

deux équations (16) admettent quelque racine commune, et

que, d'autre part, l'équation A(.r) 0 n'a pas tous ses

coefficients nuls, cette dernière admet un nombre, 7W, de racines

distinctes supérieu r à zéro et au plus égal à et ces racines

sont, naturellement, indépendantes des valeurs attribuées

aux indéterminées (15). Si, dans le tableau illimité (19), on

considère in — 2) m + 1 lignes quelconques, par exemple
les (n - 2) m+ 1 premières, il y aura, pour chacun des

— 2)m+ 1 couples d'équations

A(x) 0, X'B(x) + p'C(x) + + co'L(x) 0 ; j

A(x) 0 X"B(x)+ (l'Cfar) + + t»*L (•*) 0 ; /

A(x) — 0 V,"-2)"l+1l B (x) + jjl(" 2)"!+1|C(x) + \

+ 0

quelque racine commune aux deux équations du couple.
D'ailleurs, l'équation A(.r) 0 ayant exactement m racines

distinctes, il y aura, parmi ces — 2)m + 1 couples d'équations,

n—1 couples au moins pour lesquels la racine
commune coïncidera avec une même racine, £, de l'équation

A (x)0; en désignant donc par

\ 4i ••• wi

12 [J.2

\I—\ H*«—1 • • • Mn—1

un certain déterminant d'ordre n — 1 extrait du tableau (19),

par suite différent de zéro, et par Qi(#), Qa(#)i •••-> Q«—1(#)
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certains polynômes entiers en x, on aura les n — 1 identités

\ B [x] -}- ^ C (x) -f- -f- (Jji Ljjgf z= {x — Ç) Qx(x) \

\B(x) + [i.2C(,r) -f- -f w2L(x) (x — Ç) Q2(x) I

V-i B (a?) -f P.B_l C fa?) + + L (a:) (a? - Ç) Q/I_1 (.r)

Or, la résolution de ces identités, effectuée conformément
à 1 algorithme de Cramer par rapport aux n — 1 polynômes
B(.z), C(.r), L(.r), montre que ces derniers sont tous
divisibles par x £; il en résulte, ainsi que nous l'avions
annoncé, que les n équations (14) admettent quelque racine
commune.

8. — Lemme second. Soient

H0X>1 + H^-1 + -f H + HA 0 j
K0xk + K, xk~x+ + K4_, * + 0 > (23)

deséquations algébriques à l'inconnue x, en nombre
et dont les degrés (apparents) respectifs, h, k, sont tous
supérieurs à zéro ;on suppose que, dans quelqu'une d'entre
elles, par exemple dans la première, le degré apparent est
aussi le degré effectif, c'est-à-dire que le coefficient H0 est
différent de zéro.

Cela étant, pour que les équations (23) admettent quelque
racine commune, il faut et il suffit que ces équations, mises,
comme il suit, sous forme homogène,

H0xh -f- W1xhfyq--|- H/(_1 xyh~1 + 0 \

K0x* + K,.**-1.-,' + + Kk_x + K 0 (2'-)

admettent quelque racine commune.
Effectivement, si les équations (23) admettent la racine

commune x— f les équations (24) sont manifestement vérifiées

pour x —f y1, et admettent dès lors la racine
commune (x. y) (£, 1).

Inversement, supposons que les équations (24) admettent
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la racine commune (x,y) (#\ 2/')' 011 V désignent des

valeurs numériques non à la fois nulles. On voit tout a or

que la valeur numérique y'nepeut être nulle : car, si elle

l'était, x'seraitdifférent de zéro, et la premiere equation

(24) donnerait tt0x'h0, ce qui est impossible a cause e

H ^ 0. Notre hypothèse relative aux équations (24) et a leur

racine commune peut donc se formuler en disant que ces

équations sont toutes vérifiées pour x ^ ce C1U1

revient à dire que les équations (23) sont toutes vérifiées

pour r —,.

9. — Considérons maintenant n équations algébriques à

l'inconnue x, par exemple les équations (14), les

degrés (apparents)respectifs, a, b. 1, soient tous

supérieurs à zéro, et proposons-nous de rechercher les conditions

nécessaires et suffisantes pour que ces n equations

admettent quelque racine commune. Dans cette recherche,

nous examinerons d'abord le cas de deux équations; nous

ferons voir ensuite que le cas de n équations (n > 2) se

ramène à celui de n — 1 équations.
I. Pour que l'équation algébrique à l inconnue x,

A(x) rzr A0xa -j- A1xa
1 + A2xa + + + Aa ~~ ^

dont le degré (apparent) a est supérieur ci zéro, admette

quelque racine, il faut et il suffit :

Ou bien que ses coefficients soient tous nuls,
Ou bien que l'on ait A0 ^ 0 ;

Ou bien que l'on ait A0 0, A1^0;
Ou bien que l'on ait A0 0, A4 0, A2 ^ 0, Etc.,
Ou bien, enfin, que Von ait A0 0, A1 0, Aa 0,

Afl_2 0, Ao-i^O.
Par exemple: Pour que l'équation

A0 x2 + Axx + A2 0

admette quelque racine, il faut et il suffit: ou bien que ses

coefficients, A„, A,, A„ soient tous nuls; ou bien que l'on

ait A0 çê 0 ; ou bien, enfin, que 1 on ait A„ — 0, A, 9^ 0.

Pour que l'équation
A0x3 + A^2 + A2x + A3 0
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admette quelque racine, il laut et il suffit: ou bien que ses
coefficients, A0, At, Aä, A3, soient tous nuls; ou bien quel'on ait Ao^O; ou bien que l'on ait A0 0, Af^0; ou
bien, enfin, que l'on ait A0 0. At 0, Aä ^ 0.

II. Pourque les deux équations algébriques à l'inconnue x,
A (x) A0xa+ A, x®-1 + A2xa~- Aa_, x + Afl 0

B(x) B0xé + B,x*—1 + B2 xb~~-f q. B + Bè 0 j

clont les degrés (apparents)a,b tous deux supérieurs à
zero,admettent quelque racine commune, il faut et il suffit :
Ou bien que, la première ayant tous ses coefficients nuls,la deuxième admette quelque racine(I) ;

Ou bien que l'on ait A0 ^ 0, que les deux formes binaires
A 0.ra+ A, x"+ A2xa~2y2 q. q_ Axr"~l -f A J

B0x* + Bjx''-+ Bs**-y + + Bi—1 x/"1 + |

aient un résultant nul;
Ou bien que Ion ait A0 0. At ^ 0, et que les deux

formes binaires

Ai xa~x+ Asxa-fr +A + Ay-1
B0XS +Bj xb~'y+ B 2xb~'y2+ + B+ B^yA

aient un résultant nul;
Ou bien que l'on ait A0 0, A, 0, A2 ^ 0, que les

deux formes binaires

A2.z—2 + + ^a—\ xya ~z + Aa/-2
B0xb + xb~~x y + B2xb--f + + Bb_xxyb~x + Bbyb

aient un résultant nul; — Etc.;
Ou bien, enfin, que l'on ait A0 0, 0, A2 0,

Aa 2 0, Aa-i ^ 0, et que les deux formes binaires

Aa~\'x + Aa.)' '
1

B0xb -f BlXb-Xy
|4- B2xb~-y2 + Bb__xxyb-X + Bbyb

|

aient un résultant nul.
Le simple rapprochement des nos 8 (Lemme second) et 3

suffît à mettre en évidence l'exactitude de cet énoncé.
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HI. Supposons actuellement quelconque (> 2), et

cherchons les conditions nécessaires et suffisantes pour que les

n équations (14) admettent quelque racine commune.

Notre proposition du n" 7 (Lemme premier) entraîne tout

d'abord la conséquence suivante :

Pour que les n équations(14)[dont les degrés apparents

a, b, l sont supérieurs à zéro] admettent quelque racine

commune, il faut et il suffit :

Ou bien que,la première, AN) 0, ayant tous ses coefficients

nuls, les n — 1 équations restantes,

B (.r) 0 C (x)—0 b{x) 0

admettent quelque racine commune; _
Ou bien que, la première n'ayant pas tous ses coefficients

nuls, les deux équations
A(x)°

^25)

).B(i) + p.C(i)+ + WL(Ï) °

admettent, pour toutes valeurs de ...,«, quelque racine

commune.
Cela étant, désignons par Mir, y, X, y, «) ce que

devient le premier membre,

XB (x) + F-C (X) + • • * + (X) '

de la dernière équation écrite, lorsqu'on lui donne la forme

homogène par l'introduction d'une variable auxiliaire y,
autrement dit, et en supposant, ce qui est évidemment permis,

que le degré b ne soit inférieur à aucun des degrés

c, l,posons
W (x, y, X, p., to)

X[B0a,'Ä + Bj1 y+ + B + J3//)'4]

+ ;;.pv4'-'' + + + V- : ]

+ co[L0x'/_< + Lrc~'/ U ' + • • • + + L/X] •

En vertu de l'alinéa précédent, II, pour que, l équation

A (x) 0 ri1ayant pas tous ses coefficients nuls, les deux
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équations (25) admettent, pour toutes valeurs de /a, «,
quelque racine commune, il faut et il suffit :

Ou bien que l'on ait A0 0, et que le résultant des deux
formes

A0xa A1xa
1

y + A^xa 2j2 Aa_xxya
1 + Aaya > /

*F (x y, 1, p., oj)

indéterminées x, y, qui est lui-même une forme de degré
a öw.2: n — 1 indéterminées 1. «, s'annule pour toutes
valeurs de ces dernières, c'est-à-dire (n° 7, I) aiY tows ses

coefficients nuls;
Ou bien que l'on ait A0 0, Al ^ 0, et que le résultant

des deux formes

Ar*«-1 + Aa**-V + + AÄ_r,T«-2 + A^-«-1 J

W (x } X [k m)

aux indéterminées x, y, qui est lui-même une forme de degré
a — 1 en X, a, go, tows ses coefficients nuls ;

Ou bien que Von ait A0 0, Ax 0, A2 ^ 0, et que le

résultant des deux formes

A2xa
2 + + Aa_xxya

3
4- Aaya *

^F (x y X jjl ta)

aux indéterminées x, y, qui est lui-même une forme de degré
a — 2 en /, iu, go, ait tous ses coefficients nuls ; — Etc. ;

Ou bien, enfin, que Von ait A0 0, Ai 0, A2 — 0,
xAa 2 0, Aa_i ^ 0, et que le résultant des deux formes

Aö-4 + AflJl
W (x y X jjl w) ]

aux indéterminées x, y, qui est lui-même une forme linéaire
etil, p., go, ait tous ses coefficients nuls.

La recherche des conditions nécessaires et suffisantes pour
l'existence de quelque racine commune à n équations données

se ramène donc bien, comme nous l'avions annoncé, à une
recherche semblable effectuée dans le cas de n—1 équa-



ÉLIMINATION ALGÉBRIQUE $7

tions ; et, comme elle ä été résolue plus haut (II) pour le cas

de deux équations, elle pourra l'être, de proche en proche,

pour des équations en nombre quelconque.
10. — Il nous reste à établir une intéressante propriété

des relations obtenues par l'élimination de x entre les n équations

(14) ; ces relations sont, comme nous allons le voir:
1° homogènes par rapport aux coefficients de chacune des n

équations (14), envisagée séparément; 2° isobares par
rapport à Vensemble des coefficients de ces n équations, c est-à-

dire qu'en adoptant pour ces équations 1 écriture spécifiée

au début du n° 7, la somme des indices des divers facteurs

A, B, G, L, évaluée tour à tour dans les divers termes
d'une relation déterminée provenant de l'élimination, garde

une valeur constante.
Lorsqu'on suppose n — 2, cette propriété s'aperçoit sans

peine : il suffit, en pareil cas, pour se convaincre de son

exactitude, de se reporter, d'une part, à nos énoncés des

nos 4 et 5, d'autre part, à l'alinéa II du numéro précédent

9. Pour l'étendre au cas général où n est quelconque,
nous avons donc à prouver qu'en la supposant vraie dans le

cas de n — 1 équations, elle l'est nécessairement encore dans

le cas des n équations (14). Finalement, si l'on se reporte à

l'alinéa III du n° 9, dont nous adopterons les notations, on se

trouve ramené à prouver successivement :

1° Qu'en ordonnant par rapport à 1, u w le résultant
des deux formes

A0xa + A1 xa~~ly + A2*a-V + + '

y X [x to)

tous les coefficients de l'expression obtenue jouissent de la
double propriété dont il s'agit;

2° Qu'en ordonnant par rapport à 1, p, a) le résultant
des deux formes

Ay-1 + A2xa~~2y + + Aa_ry-2 + Aaya~~1

W (x j X [j., to)
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tous les coefficients de l'expression obtenue en jouissent
également ;

3° Qu'en ordonnant par rapport à 1, w le résultant
des deux formes

\+ + Aa_rx7-3 + Aa/-2 j

W{x, j. X, fj.. m) j
(28)

tous les coefficients de l'expression obtenue en jouissent à

leur tour ; — Etc.
Nous nous bornerons à exposer cette démonstration pour

1° et 2°, et le lecteur en apercevra sans peine la généralité.
I. Considérant actuellement les deux formes (26), nous

adopterons pour la deuxième, WÇv, y, A, p, m), le
changement de notations suivant. Le degré b étant supposé,
comme à l'alinéa III du n° 9, n'être inférieur à aucun des
degrés c, l (ce qui est évidemment permis), nous
désignerons provisoirement les coefficients

C0. Ct> Cc_lt Cc

L0 - IJi » - • • > Lt—\ > L/

par les notations respectives

cb-c ' C6-c-j_i cè_a, <

^b—l ' ^b—l+1 ' * ' ' ' ^b— 1 ' Lb '

où les indices des coefficients C se trouvent tous augmentés
d'un même entier, b — c, etc., ceux des coefficients L
d'un même entier, b — L Alors l'écriture de la forme

y, X, y, go) devient

T [x y X
t [j., ùj) —

).[B0 xb+ ++ B+ B

+ ij- <: x y+ c+ix'
1 y6+••• + cb_txyb 1 + c

+
+ t\_'Lb—lxlyb~l + ^b—l+\ xl~xyb—'+l+ + h'b_lxyb~x -f L'é/]
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et l'on voit que l'indice de la lettre B', ou C', ou L qui

figure maintenant dans chaque terme se trouve etre égal à

l'exposant de la puissance de y dans le même terme. Si donc

on ordonne par rapport à x et y la forme Y($, 2/, X, • •• ->
&>),

il suit de ce que nous avons vu au n° 4 que le résultant des

deux formes

A0xa + Axxa-Xy -h A2xa~'\r2 + + Aa_rrya"1 + Aaya j

T (.r y A [j. w)

est: 1° homogène par rapport aux quantités

A0, Aj A2, Aa_lf Aa ; (29)

2° homogène par rapport aux expressions

X B0 -|- >xC0 -f- + «a B0

XBj + p-Ci + + wLi y ^
A -f- u.Cè + + m L b

3° isobare par rapport à l'ensemble des quantités (29) et des

expressions (30), celles-ci, (30), étant mentalement alïectées:
la première, de l'indice zéro, commun aux quantités B0,

C'0, L/0, qui y figurent; la deuxième, de l'indice 1, commun

aux quantités Bi, C'4 L'4 ; etc. ; la dernière de l'indice

è, commun aux quantités B^, C'/,, B't>.

Si l'on ordonne maintenant ce résultant par rapport à

X, [jl, co, il est aisé de voir que chacun des coefficients
sera : 1° homogène par rapport aux quantités figurant dans

une seule quelconque des lignes du tableau

Aq < Aj A2 Aa_x ka

Bo B, B2 B,_1 B,
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2° isobare par rapport à l'ensemble des quantités figurant
dans ce tableau.

Finalement, si l'on revient aux notations primitives en
îemplaçant les lettres C 1/ par leurs valeurs en fonction

des lettres G, L, chacun des coefficients que nous
venons de considérer deviendra : 1° homogène par rapport
aux quantités figurant dans une seule quelconque des lignes
du nouveau tableau

A0 Ai A2 Aa_A ka

Bo- Blf B2, ß^, B,

C0 C, C2 Cc_a C.

L2, ;

2° isobare par rapport à l'ensemble des quantités figurant
dans ce nouveau tableau.

II. Considérant actuellement les deux formes (27), nous
adopterons pour la deuxième, W(x, y, A, p «), le
changement de notations déjà indiqué dans I, et en même temps
pour la première,

AlXa~l + A2xa~2 y -f -f. Aa_xxya~~l Aaya~l

celui qui consiste à remplacer les coefficients

A A2 A„ A1 « ' a—1 ' a

par les notations respectives

A° ' An Aa_2 A^_1

où les indices se trouvent diminués d'une unité; dans la
nouvelle forme ainsi obtenue,

A0xa
1

4- A1x°~~2j 4- 4- Aa__2xya~~2 4- A'a_xya~x

l'indice dont se trouve affecté le coefficient de chaque terme
se trouve etre égal à 1 exposant de y dans le même terme.
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Gela étant, il suit de ce que nous avons vu au n" 4 que le

résultant des deux formes

k^xa~~l + A[xa~~2y + + Aa_2xya + \J * |

Y {x y a [J., i w) i

est : 1° homogène par rapport aux quantités

A;, A;, A'fl_2, ka__x ; (3l)

2° homogène par rapport aux expressions (30); 3° isobare

par rapport à l'ensemble des quantités (31) et des expressions

(30), ces dernières, (30), étant mentalement affectées, comme

ci-dessus (I), des indices respectifs 0, 1, b.

Si l'on ordonne maintenant ce résultant par rapport a

j, ^ il est très facile d'apercevoir que chacun des

coefficients sera : 1° homogène par rapport aux quantités

figurant dans une seule quelconque des lignes du tableau

A0 A± k. a—2 y
A a—i \

B0, Blt Bb

Co 1 Ci cb_x, cb, >

L0. Li, » 1^—1 ' ^-Jb ' j

2° isobare par rapport à l'ensemble des quantités figurant
dans ce tableau.

Finalement, si l'on revient aux notations primitives en

remplaçant les lettres A', G', L par leurs valeurs en

fonction des lettres A, C, L, chacun des coefficients que

nous venons de considérer deviendra : 1° homogène par

rapport aux quantités figurant dans une seule quelconque
des lignes du nouveau tableau

Ai ' Aa ' \

B„. B> Bj_!. B6

C0> Cj, C(_j c„.

K • L/-i • hi
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2» isobare par rapport à l'ensemble des quantités figurantdans ce nouveau tableau. ë

III. Chacun des cas successivement énumérés au débutdu present numéro 10 se traiterait, comme nous l'avons dit
dessus6"16 mani^e qUe 168 d6UX Premiers' ^aminés ci-

U. Exemples d'élimination.
I. Pour que les deux équations du second degré

A0x2 + Aj.r + A2 0 i

BoX2+B^ + B2-0 f

à l'inconnue ,r, admettent quelque racine commune, il fautet il suint :

Oui bienque, les coefficients, A„, A,, A„ de le première

(n* 9 I)"
" ,0"3 " ' de"Xiè",e adme"e 1uel1ue

Ou bien-que, A, étant différent de zéro, le résultant desdeux formes quadratiques

A0x2 -j- Aj.rj -f- A2j2 l

B0x2 '+ BlXy+ B2r2 |

soit égal à zéro, c'est-à-dire que l'on ait (n° 6, II)
(A0B2- BoA2|2_(AoB1_ BoA1)(A1B2_BiA2) 0 ;

Ou bien, enfin que, A0 étant nul et A, différent de zéro,le resultant des deux formes

^ix + a2J »

B0.*2 + BlXy + B2j2 I

soit égal à zéro, c'est-à-dire que l'on ait (n° 6, I)

B2AÎ ~ A2(A1B1 - A2B0) 0

II. Pour que les deux équations

A0^2 + 2Ax x -f- A2 zzz 0

B0x3 -f- SB^x2 -f 3B2 x -f B3 0

et'IunZ:6 *' ad""S"ent <l"e'<l"e raCi"e « f»"t



ÉLIMINATION ALGÉBRIQUE 103

Ou bien que, les coefficients, A0, Aif As, de la première

équation étant tous nuls, la deuxième admette quelque racine ;

Ou bien que, A0 étant différent de zéro, le résultant des

deux formes
A0x2 + 2Atxr H- A2Ï2 ' l

B0^3 + 3B1ä;2j + 3 B2xf + B3r3 S

soit égal à zéro, c'est-à-dire que Ion ait (n° 6, IV;

— 0

Ou bien, enfin, que, A0 étant nul et Ai différent de zéro,

le résultant des deux formes

2A^ + A2j

B0x3 + 3B1x% + 3B2xj2 + Baya

soit égal à zéro, c'est-à-dire que l'on ait (n° 6, III)

Ao 0 0 B0 0

2.Ai A0 0 3Bj B0

A2 2A, A0 3B2 3Bj

0 a2 2A, Bs 3B2

0 0 a2 0 b3

0

2A1 0 0 B0

A2 2A, 0 3B1

0. A2 2At 3B2

o o A2 B3

111. Pour que les trois équations du second degré

A0x2 + kxx + A2 0

B0x2 + B,x + B2 0

C0x2 + Cxx + C2 0

à l'inconnue x, admettent quelque racine commune, il faut

et il suffit :

Ou bien que, les coefficients, Ae, A4, A2, B0, Bd, B2, des

deux premières équations étant tous nuls, la troisième
admette quelque racine;
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Ou bien que, A0, At, A2 étant nuls et B0 différent de zéro,
le résultant des deux formes quadratiques

B0x2 + \xy+ B2f1

OA + (Av + C2r2

soit égal à zéro, c'est-à-dire que l'on ait (n° 6, II)

(B0c2 - C0B2)2- (BcC, - C0 B,) (Bj C2 - CjBs) 0 ;

Ou bien que, A0, As, B0 étant nuls et Bt différent de
zéro, le résultant des deux formes

B1x -f- B, y

C0*2 + C.^+.C.j2 j

soit égal à zéro, c'est-à-dire que l'on ait (n° 6, I)

c2 Bj B2 (Bx Ct B2 C0) — 0 ;

Ou bien que, A0 étant différent de zéro, le résultant des
deux formes

A0.x2 + A,.rj + A2J2 |

(XB0 + (xC0A + (XBj -f (J. Cj + (XB2 + |j.C2)j2

soit égal à zéro quels que soient)., /z (n°9, 111), c'est-à-dire que
l'on ait (n° 6, II), quels que soient

[A0(XB2 + jxCg) - A2(XB0 + ixC0)]2

[A, -f- Ai) A, (XB0 -j- p-C0)] [A1 (XB2 -j- jj.C2) — A2 (XBj -j- 0

ou, en ordonnant par rapport à et les quantités contenues
dans les divers crochets,

[X(A0B2 -B0A2) + ,x(A0C2-C0A2)P

- P(A0B, - B0A,) + .(A/' - 0.A,)]
[X(aiB2 — 1JA2) + [J-I'A,C2 — 0

ou, en égalant à zéro les coefficients des diverses puissances
de p.

(A0B2 - B0A2P - (A0B, - D0A1^(A1B2 - BxA2) 0

2(A0B2 - B0A2)(A0C2 - C0A2) — ;A0 B, - B0A1){A1C, - C,A2)

-(A0C1-CoA1)(A1B,-B1AI)=0
(A0C2 - C0A2)2 - (A0C, - CoAJIAjC, - C.A,) 0 ;
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Ou bien, enfin, que, A0 étant nul et Ad différent de zéro, le

résultant des deux formes

Arx + A2J

(XB0 + nCo)*2 + (XBj + [xCJxr + (XB2 + |J-C2)j2

soit égal à zéro quels que soient X et p, c'est-à-dire que 1 on

ait (n° 6, I), quels que soient X, /x,

Ai(ÀB2 + [xC2) — A2[Aj(XBj + fxC,) — A2(XB0 + |xC0)] 0

ou, en égalant à zéro le coefficient de X et celui de p,

AÎB2-A2(A1B1-A2B0) o

Aa1C2-A2(A1C1-A2Co) 0

TABLE DE CARACTÉRISTIQUES DE BASE 30 030

DONNANT, EN UN SEUL COUP D'ŒIL,

LES FACTEURS PREMIERS DES NOMBRES

PREMIERS AVEC 30 030 ET INFÉRIEURS A 901800900

PAR

Ernest Lebon (Paris).

(Extrait de L'Introduction)

Travaux anciens et modernes sur les nombres premiers.

Dans l'ancienne Grèce, les premières recherches sur les
nombres premiers ont été faites par Eratosthène qui, pour
trouver les nombres premiers, a donné la méthode, toujours
classique, du Crible, et par Euclide qui a établi qu'il existe

un nombre premier supérieur à un nombre premier donné.
L'espace nous manque pour donner un aperçu des recherches

faites, après ces deux promoteurs, sur la détermination
des nombres premiers, sur le nombre des nombres premiers

L'Enseignement mathém., 21e année, 1920. 8
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