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CONTRIBUTION
A LA CONSTRUCTION DES ELEMENTS DOUBLES
D’'UNE INVOLUTION HYPERBOLIQUE

PAR

Fr. Reon (Zell s/Ybbs).

Une involulion, de sommet S, est déterminée par les paires
de rayons ST, ST’ et SA, SA’ de la fig. 1; un rayon en est
représenté par 33', de trait plus marqué. D’aprés une pro-
priété connue, les six sommets d’un quadrilatére complet
(danslafigure: TT'AA’SS’) peuvent étre placés sur trois paires
de droites correspondanles d’une involution. Dans notre cas,
deux sommels viennent sur le rayon double 33,

La conique qui touche ST en T =(1.2); ST’ en T’ = (4.5)
et qui passe par A = 3 conlient aussi A’ = 6, car 33’ est la
droite de Pascal de I'hexagone numéroté. Maintenons T, T"
et A fixes, tandis que nous faisons tourner la droite de Pascal
autour de S; le point d’intersection de 3T’ et 3'T décrit la
conique en queslion, et vient par conséquent aussi en A”,
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seconde intersection de SA’. La droite de Pascal représente
alors le second rayon double de l'involution. .

Réciproquemen! si, au lieu d’un rayon double, on donnait
la conique qui touche une paire de l'involution en T et T,
et coupe l'autre en A’ et A” (respectivement A et A, on
trouverait les rayons doubles en construisant les points (2
et 3, =AT < A"T" (¥, = AT' > A"T), le point A conve-
nant au méme degré que A. La fig. 2 indique la construc-
tion. La droite TA est coupée par T'A’ et T'A” en 3, resp. 2, ;
S3 et S3, sont les rayons cherchés. Comme les points T et T
sont arbitraires, on peut admetlre que la conique estun cercle.

On obtient facilement une autre construction des rayons
doubles (fig. 2) avec l'aide des points R et R, sur la polaire
TT’ du point S. R et R, sont choisis conjugués suivant le

Fig. 2.

cercle, et divisent harmoniquement le segment TT'; d’autre
part comme points diagonaux du quadrilatére complet
AA,A’A”, ils sont aussi divisés harmoniquement par les
cOtés opposés SA et SA’, ete. Nous avons ainsi une cons-
truction des éléments doubles pour le cas ol 'une des paires
embrasse 'autre : par la paire extérieure (TT’) on décrit un
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cercle arbitraire, et I'on détermine le pole (S), par rapport a
ce cercle, du support de l'involution. On joint ce dernier
aux points intérieurs par des droiles donl les intersections
avec le cercle (A'A” et AA)) sont a joindre entre elles, ce qui
conduit aux points doubles R, R,.

On obtiendrait finalement une troisieme construction des
rayons doubles en se servant (dans la fig. 2) du théoréme sui-
vant lequel deux points diagonaux du quadrilatére complet
AA,A’A" doivent toujours se trouver sur une diagonale du
quadrilatéere des tangentes aux points précités.

En généralisant par projection la dépendance enire les
rayons doubles indiquée dans la fig. 2, on peut, selon les
circonstances, l'utiliser pour construire un rayon double,
lorsque Pautre est donné. Dans ce but on se sert habituelle-
ment des propriétés harmoniques du quadrilé\tére complet,
comme d’ailleurs on s’en rend compte dans la fig. 2, en rela-
tion avec les points R et R;. Mais comme on peut aussi arriver
au point R en partant de 3,, ceci nous conduit, en combi-
naison avec la méthode que nous venons de rappeler, au
procédé suivant. Si 'on méne par un point arbitraire du
rayon double intérieur (extérieur) deux droites dont chacune
coupe les quatre rayons de l'involulion; si ensuite on consi-
dére comme correspondants les points d'inlersection de la
premiére droite auxiliaire, et ceux de la seconde, par les
rayons conjugués de l'involution, les droites de jonction des
quatre paires de points correspondants passent par un meéme
point du rayon double extérieur (intérieur).

Inversement, si nous partons de R(R,) pour gagner 2. (3),
nous trouvons encore une seconde solulion de notre pro-
bléme : Si 'on méne, par un point arbitraire du rayon double
intérieur (extérieur) deux droites, dont chacune coupe une
paire différente de rayons de 'involution, les droites de jonc-
tion des quatre points d'intersections, convenablement appai-
rées, se coupent sur le rayon double extérieur (intérieur).

Pour compléter la fig. 2, nous ajoutons la remarque sui-
vante : Si la tangente A'(A”) coupe la droite AA, en P(P'), et
la tangente A(A,) la droite A’A” en Q(Q"), PQ(P'Q’) passe
par R,. De méme pour le point R. Si, par exemple,-les tan-
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gentes A’ et A, coupent les tangentes T et T en V et V/,
W et W', les droites VW' et WV’ passent par R.

Des constructions dualistiques a celles de la fig. 2, nous
ne relevons que la seconde, et nous l'effectuons dans la fig. 3

Fig. 3.

qui montre comment on trouve de facon trés commode les
points doubles d’une involution donnée par deux paires de
points. On méne par une des paires — AA’ dans la figure —
un cercle quelconque et on lui mene depuis les points B et
B’ de la seconde paire, les quatre tangentes possibles, etc.
Les points N et N’ conjugués suivant le cercle, divisent har-
moniquement la diagonale BB’ du quadrilatére des tangentes,
et sont les points cherchés.

Si deux tangentes forment un angle trés obtus, leur point
d’intersection qui, de plus, peut se trouver prés du support,
ne peut naturellement pas étre employé dans une construc--
tion de quelque exactitude. Si 'un au moins des points
doubles est obtenu avec sécurité, on constrnit 'autre en se
servant des propriétés harmoniques du quadrilatére, ou du
pole du support suivant le cercle. Mais les remarques faites |
a propos de la fig. 2, prises dualistiquement, donnent aussi
le moyen d’éviter des points d’intersection peu favorables
de tangentes. X étant un point convenablement choisi de la
droite SS’, XA coupe BS(BS') en P(P’); XA’ coupe B'S(B’S’)
en Q(Q"). PQ(P'Q’) détermine alors sur le support de I'invo-
lution le second point double N.

Traduction de M. F. GonsgrH (Zurich).

L’Euseignement mathém., 20¢ année; 1918. ' 13
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