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182 E G. TTERCY

§ 3.

CONSIDERATIONS RELATIVES AU CAS DE (n=2) ET AU cas
DE (n =3). Considérons deux courbes convexes, planes,
orthogonalement symétrigues I'une de I'autre par rapport a
un axe (XY); tracons toutes les cordes (M,N, N, M,) perpen-
diculaires a I'axe (XY); et marquons (fig. 6) les points mi-
" lieux M et N des segments
(M;N,) et (N, M,). On construit
ainsi une courbe (C') convexe,
qu'on peut appeler: courbe

' y moyenne de C, et C, relative
\\Q\m\\\}\\\\\\\\\\\\&\\\\\\ [ a la direction (XY).

A
N\\\\\\\\\\\\\\‘\\\\&\\\? . Celtfe (‘ourb‘e (C') n’est pas
P identique a la courbe
: b moyenne générale (C), défi-
nie précédemment; son pour-
tour est plus petit que celui
de (C), et elle est entiérement
\ située a l'inté rieur de (Q);

nous démontrerons ce détail dans Ia remarque 1.

D'autre part, d’apres ce que nous avons établi, la courbe
(C) a le méme pourtour que chacune des courbes symé-
triques C; et G,; en -effet, le pourtour de (G) est égal a la
moyenne arithmétique des pourtours de C, et C,, et ces
deux derniers ont la méme longueur.

Si donc on appelle p la valeur du pourtour de chacune des
courbes données, @ le pourtour de la courbe moyenne (C’)
relative &4 la direction (XY), et P le pourtour de la courbe
moyenne générale (C), on a les relations :

g =P P=p; Gj:ép

On a donc établi que le périmétre de la courbe (C) est
plus petit que celui des courbes proposées, ou lui est au
plus égal.

Or, remarquons que la courbe (C') n’est pas autre chose
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que la « transformée de Steiner de la courbe C, relativement
4 une direction perpendiculaire sur (XY)!»; on I'obtient en
portant sur toutes les cordes (M,N,) prolongées, de part et
d’autre de l'axe (XY), la moitié de la longueur (M,N,). On
démontre ainsi que la « transformée de Steiner relative a la
direction (M;N,)» a en général un pourtour plus pelit que
celui de la courbe primitive G, . |

Pour que le pourtour de (C) soit égal a celui de G,, on
voit immédiatement la condition : il faudrait que la courbe
C, ait un axe de symétrie parallele a (XY).

Remarquons d’ailleurs que l'aire de la courbe est conser-
vée, quelle que soit la courbe convexe C,. |

RemaroUE I. Nous avons dit que le pourtour de la courbe
(C'y est plus petit que celui de la courbe (C), et par conse-
quent plus petit que celui de chacune des courbes symé-
triques données. Elablissons ce théoréeme, géométriquement
et par le calcul.

Prenons la droite (XY) comme axe des x, et une des tan-
gentes communes comme axe des y (fig. 6'). -

Géométriqguement : Cela résulte de la construction méme
des courbes (C) et (C'). Prenons en effet deux petits arcs cor-

1 SteiNER. Euvres, 11, p. 264-267.
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/\ /_\ . . .
respondants A, B, et A,B, (fig. 6'). Si on les assimile a des
segments de dlolles (ﬁa 6), et qu'on cherche les variétés

A

~

-

\
Y-
—— ETI

N D N?S bY,

% 6))

(C) et (C') déduites de ces segments, on a :

AB < AM + MB .
On étend immédiatement : a la courbe entiére,
Par le calcul : Soient
rY=o0x) ety =Y, (a)
les équations des deux. branches S T, de la courbe G,, la

fonction Y, (x) se rapportant a I'arc exteueur Les equatlons
de la courbe C, seront:

= —(x),
=—Y, (2,

y
J

[l

J
&)
l

I
&

Y, () se rapportant & I'arc intérieur S/F\
On a alors, en désignant toujours par p le pourtour de C,
et de C,, et par P celui de la courbe moyenne générale (C) :

P::p:fl/fl—f—‘dex —l—fl/rr—)_fdx
= [V ¥ Vide 4+ ()T T V0
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~ Quant & la courbe moyenne (C') relative a la direction (Ox),
courbe dont le pourtour est désigné par <, il vient:

_AY, + 4%,

A‘)" —_— 2 ’ ' (ﬁg' 6"}

J.._.X71+-Yz.
Y =g

@:2./\/1 4 c%}—;)zdx

On vérifie immédiatement qu’on a:

Q=P
Pour qu’il y ait égalité (£ = P), on voit qu’il faudrait:

| Y, () = Y,(x) ,
c'est-a-dire :
Y, ('T): Y, (x) + K,

K étant une constante. Auirement dit : les courbes C, et G,
devraient présenter un axe de symétrie parallele a (Ox).
C’est également ce qu'indique le raisonnement géométrique
basé sur les fig. 6" et 6". ,

‘RemarqQuEk II. Plus généralement, toutes les fois que deux
courbes convexes C, et C, sont comprises enlre deux tan-
gentes paralleles (fig. 7), on peut considérer la courbe

moyenne (C') relative a la direction (XY) perpendiéulaire a
celle des tangentes. |
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Dans ce cas, la courbe (C') n’a pas d’axe de symétrie ortho-
gonale.

Application de cette remarque : Considérons le cas ou les
courbes C, et C, se réduisent a deux segments de droites
concourants (fig. 8). Joignons les extrémités A et A, et
cherchons la variété moyenne (C') de C, et C, relative a la
direction (XY) perpendicu-
laire a la droite (A, A,). Les
variétés proposées ne sont
symétriques I'une de I'au-
tre par rapport a4 aucun
axe (syméltrie orthogonale).
La variélé moyenne (C)
obtenue n’est alors autre
chose que la médiane (0A)
du triangle (OA, A,).

Ny Considérons maintenant,

'_% dans l'espace E,, deux

corps convexes quelcon-

ques G, et G,, symélriques

I'an de l'autre par rapport au plan = (la fig. 6 peut encore’

servir; il suffit de poser que le plan « est représenté par sa

trace XY sur le plan du dessin). En opérant comme dans le

cas de (n = 2), on construil un volume convexe (C'), qu’on

peut appeler: « Corps moyen de C, et C, relativement au
plan 7 ». "

Ce corps (C') est tout entier contenu dans le corps moyen
général (C) précédemment défini: cela résulte des définitions
mémes de (C) et (C'). Dailleurs, on vérifie aisément que la
surface de (C’) est plus petite que celle de C,; soient en effet
(fig. 6) : |

s=1Z(x, y) , 2= zx, y),
TN
les équations des deux portions S, T, de la surface de Cy, la
fonction Z,(x, y) donnant la portion extérieure. Soient en-
- core : |
s=Zy(x, y) = — ==z, y) ,

2= Zlx, y) = — Z (x, y)
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. N
les équalions des deux portions S,T, de la surface de C,, la
fonclion Z,(x, y) se rapportant a la portion intérieure.
Désignons par s la surface de C,ou de C,; et & celle de la’

varieté (C'). Posons ensuile :
Y/ 0z, 02y __ P
QOx_ﬂp‘ L Y
DZI . . 0z, _ ?‘Eg - .
( oy - Ql ’ oy =49 oy - Q2 ?

1l vient :

s::b/l/l[‘/l —|—--Pi2 . Qj —|—‘/1 + p* + qg]d.’rdy
sz[l/‘l S QY1 Q| dxdy .

Puis, pour la variété (C'):

! P1+P2 ! Q1+Q

P Y Jnanast

x 2
zszsz\/H(P]—;_?g_)?Jr(Ql—;Qg

©w

2
) dxdy .

Or, ce corps (C') n’est pas autre chose que le « transformé
de Steiner de la variété C, relativement a une direction per-
pendiculaire au plan 7 » (voir (Euvres de STEINER, 11, p. 302);
on l'oblient en portant sur toutes les cordes (M,N,) prolon-
gées, et de part et d’autre du plan «, la moitié de la longueur
du segment (M;N,). 1l en résulte que le «transformé de
Steiner de la variété C, relativement 4 une direction (M, N,)
d’ailleurs quelconque » a en général une surface plus petite
que celle des variétés symétriques proposées.

Pour que la surface soit la méme, il faudrait :

Pl — P2 et Q1 = Qg ;
c’est-a-dire : |
Z(x, y)=12Zy(x,y) + K,

avec K = constante; il faudrait donc que le corps G, pré-
sente un plan de symétrie paralléle au plan ; 'opération de
Steiner reviendrait alors a déplacer le corps G, en transla-
tion, perpendiculairement a son plan de symétrie.
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RemMArRQUE 1. On verrait facilement que la variété (C') a le
méme volume que C, ou C,. ,

RemarQuE II. Pour pouvoir appliquer I'opération (C'), il
n’est point nécessaire que les corps C, et C, soient symé-
triques I'un de l'autre par rapport a4 un certain plan = il
suffit qu’ils soient convexes et inscrils dans un méme cy-
lindre. Mais alors, le corps. moyen (C), relatif au plan z nor-
mal aux génératrices du cylindre, ne présente plus de plan
de symétrie orthogonale.

ReMarQue IIT. On pourra de méme, dans I'espace E, a n
dimensions, construire une variété (C) correspondant aux
deux variétés G, et C,, lorsque ces derniéres seront ortho-
gonalement symétriques 'une de l'autre par rapport a un
certain (n — plan) x.

§ 4.

COMBINAISON SOMMATOIRE GEOMETRIQUE DE DEUX VARIETES
C, Er C, pans L’espace E,. ‘

Considérons la variété moyenne (C) générale de C, et C,.
Et construisons une variété semblable (V) avec un rapport
de proportionnalité égal a 2. Cette variété (V) présente toutes
les arétes de C, et toutes celles de C,, en grandeur et orien-
tation; de méme, on y trouve toutes les faces de C, et celles
de C, en vraie grandeur (il y a, en plus, d’autres faces « de
liaison »).

On obtiendrait le méme résultat si ’on cherchait 4 cons-
truire directement la plus pelite variété convexe possible
présentant toules les arétes de C, et toutes celles de C, en
grandeur et en orientation, et seulement ces arétes (elles
peuvent d'ailleurs figurer plusieurs fois).

Nous pouvons appeler cette variété (V) la « somme géomé-
trique de C, et C,; ou plutét, afin d’éviter toute confusion
avec la terminologie employée dans la théorie des vecteurs,
nous dirons : « Combinaison sommatoire géométrique » des
variétés C, et C,. “

Exemple: Si on a deux sphéres de rayons R, et R,, la
variété (V), qui leur correspond, est une sphére de rayon

(R; + R,).
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