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ARITHMOGEOMETRIE : 167

‘de H. PoiNcark : Sur les propriétés arithmétiques des courbes
algébriques?.

Généralisation par voie complexe.

105. — Dans les derniers paragraphes ci-dessus, j'ai rap-
pelé quelques rares essais d’extension de I'arithmogéométrie,
qui se ralttachent tous a 1’étude bien difficile des arithmo-
points de courbes ou de surfaces transcendantes spéciales,
ou encore a celle de ceux des points des courbes ou surfaces
algébriques dont les coordonnées sont exprimables non plus
rationnellement mais au moyen de nombres appartenant a
un certain domaine imposé de rationalité.

Ce sont la deux directions bien distinctes vers lesquelles
I'arithmogéométrie semble devoir s’orienter. Le grand inté-
rét qui est actuellement attaché au célebre théoréme de
'FermAT ne peut que provoquer des recherches arithmogéo-
métriques autour des courbes spéciales d’ordre élevé, ou
méme d’ordre indéterminé, plus ou moins analogues aux
laméennes. Les belles recherches de M. C. STO6rRMER sont
d’autre part de nature a faire naitre le désir d’entreprendre
des études semblables pour d’autres types d’équations trans-
cendantes. |

Ce sonl la, je le répéte, des questions qui seront certai-
nement é¢tudiées dans un avenir plus ou moins éloigné de
nous.

A coté de ces deux extensions naturelles de l'arithmo-
géométrie, je crois devoir signaler enfin une troisiéme géné-
ralisation essentiellement différente des précédentes, car
elle consiste en une prolongation de l'arithmogéométrie
dans le domaine des grandeurs et des nombres imaginaires.
De méme, en effet, que la considération de ceux des élé-
ments de certaines figures géométriques, qui sont repérés
par des nombres rationnels, a pu présenter un certain intérét,
de méme 'étude des éléments réels des figures complexes
peut parfois conduire a des résultats qui, s’ils ne semblent

1 Journal de Mathématiques pures et appliquées (de Liouville), 5¢ série, t. 7, 1901, p. 161-233.
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offrir aucune utilité immédiate, sont néanmoins suflisamment
curieux pour mériter de ce fait d’étre mentionnés ici.

Le sujet de cette étude des éléments réels de figures ima-
ginaires est évidemment immense, en raison méme dunombre
illimité des figures imaginaires de la géométrie plane et de
la géométrie spatiale. Il y a donc lieu de limiter les déve-
loppements qui vont suivre a ceux des résultats qui paraissent
tout spécialement les plus curieux.

106. — Dans tout ce qui va suivre, les figures complexes
considérées seront définies par des points dont les coor-
données seront des nombres imaginaires de la forme x - Ly.
Un point imaginaire du plan dépend ainsi de quatre nombres
réels; un point de 'espace dépend de six nombres réels.

Le principe, qui est a la base des remarques suivantes, est
que, sur toute droite imaginaire du plan représentée par une
équation |

(@ + 1 )X + (b + b)Y + (¢ + ic/) =0,

1l existe un point réel. Corrélativement, parmi toutes les
droites pivotant autour d’un méme point imaginaire, il existe
une droite réelle, en géoméirie plane bien entendu.

Lorsque la droite imaginaire varie dans le plan [en enten-
dant par variation de la droite imaginaire celle des quatre
paramétres réels qui figurent dans son équation aprés divi-
sion par ¢ + uc’, par exemple], le point réel se déplace dans
ces conditions et son déplacement est parfaitement déter-
miné par la loi de variation des coefficients de la droite ima-
ginaire. Toutefois le déplacement du point réel ne précise
nullement celui de la droite, puisque la représentation ana-
lytique d’une droite de cette nature s’effectue au moyen de
(quatre paramétres réels.

10'7. — DEFINITION DES COURBES ORTHOPTIQUES. — La loi la
plus'simple de variation d'une droile imaginaire, dans le
plan, consiste a faire dépendre les quatre coefficients réels de
équation de cette droite d’'un paramétre réel unique.

Les deux droites réelles, représentées par les équations
respectives

aX +bY - c=0 et aX +0Y 4+ =0,




ARITHMOGEOME TRIE 169

qui déterminent par leur intersection le point réel de la
droite imaginaire, enveloppent alors deux courbes réelles du
plan; le point réel considéré décrit un eertain lieu géomé-
trique, réel lui aussi.

Plus particuliérement, supposons que l'équation de la
droite imaginaire soit 'équation canonique

Xcosg + Ysing — @ = 0 ;
o est ici un azimut complexe :
o=1t+4 T ;

de méme la distance @ de l'origine des coordonnées a cette
droite imaginaire est un nombre imaginaire :

W =p+ 1P ;

¢ est supposé variable et pris pour paramétre destiné a repé-
rer la droite imaginaire; T, p, P sont, en d’autres termes,
quatre fonctions données de la variable réelle ¢.

Si maintenant ce paramétre ¢ prend un accroissement réel,
tout se passe comme pour le cas d’'une »! de droites réelles;
le point d'intersection de deux droites voisines de parametres
t et ¢ + dt aune limite lorsque d¢ tend vers zéro et par suite
les droites imaginaires considérées enveloppent une courbe
imaginaire représentée par les fonctions précédentes T, p
et P.

Cela étant, la tangente imaginaire considérée est douée
d'un point réel, défini comme intersection des deux droites"
réelles représentées respectivement par les équations:

i , . p
L. : t =
X cos ¢4 ysin LT
xsint + ycost = P
y Sh r11 ’

celles-ci sont évidemment deux droites rectangulaires, qui
enveloppent deux courbes réelles ¢, et ¢, simplement défi-
nies par les équations polaires tangentielles qui préceédent.
Ainsi donc :
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La courbe réelle, lieu des points réels situés sur les tan-
gentes d’une courbe imaginaire, peut loujours élre SIMPLEMENT
définie comme Uorthoptique de deux courbes réelles.

Celte proposition rattache donc la notion de courbe orthop-
tique d’une courbe réelle a celle de la courbe réelle d’une
certaine figure imaginaire.

108. — Dro1TES IMAGINAIRES DE L'ESPAGE AYANT UN POINT
REEL. —— Alors que, sur toute droite imaginaire du plan, il
existe toujours un point réel, il n’en est pas de méme en
geéométrie spatiale. |

Soit une droile imaginaire générale de 'espace. Elle part
du point imaginaire u de coordonnées

5

¢ =, + ix, , n=1y, + i, , Z:zl—}—iz.};

sa direction est définie par des coeflicients

o= a, + ia, , p=10b +1ib, , T= g = ic, ;
les coordonnées d’un point quelconque de la droite sont :
&= + ha , I =+ %3, i=0¢ 4 M,

le parameétre ) étant Pimaginaire I, 4+ il,. Pour (que ce point
courant de la droite puisse étre réel, il faut et il suflit que
les parties purement imaginaires des expressions des trois
coordonnées =, H, Z soient simultanément nulles :

Xy + Lay 4 lha, = 0
Yo+ Lby + Lo, =0,
Zg + Licy, + le, =0

il en résulte la condition suivante d’existence d’un point réel
sur la droite imaginaire considérée :

Xy J2 zy |
a, b, ¢ = 0 ;
| Ay by € |

[, et l, s’obtiennent alors par le systéme linéaire ci-dessus
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écrit et les coordonnées du point réel M sont alors les sui-

vantes : ;
X=2x + al —a,l,,

Y=y, + b, — b1,
Z=1z -+l —cyl, .

109. — DEFINITION DE LA DEVELOPPANTE D 'UNE COURBE PLANE
REELLE. — Parmi les courbes imaginaires de 'espace ordi-
naire, les plus remarquables sont certainement les lignes de
longueur nulle. Leurs équations au moyen d’un paramétre
réel ¢ et d’une fonction F(£) de cette variable réelle sont :

E=J (1 — &)F"dt = (1 — 3 F" 4+ UF’ — 2F ,
n=if(1 -+ &)F"dt = i{(1 4+ ) F" — 2¥’  2F ,
{ = 2ftF"d¢ = 2tF" — 2F’ ;

F', F" et F” désignent les dérivées premiére, seconde et
troisieme de cette fonctlon générale F(f). Dans le cas actuel
on a donc-

x, = (1 — &) F" + 2F" — 2F 2y = U ,
7, =0, , v, = (1 4+ ) F" — 2¢F" 4 2F ,
z, = 2tF" — 2F’ | zg = 0 ;

les coeflicients de direction de la tanoente imaginaire a cette
courbe imaginaire sont :

0.

a, =1 — ) F" | q

b, — 0

1
¢, = 2UF"

|

(&)

I l

3

I\')

1+ e
.

I

w

La condition d’existence d’'un point réel sur celte droite
Imaginaire est manifestement satisfaite quelle que soit la
fonction F(2); les valeurs de /, et de /, sont ici

, Yo .
[, = — =2 | l,=0,
! b, 2

et les coordonnées du point réel sont par suite :

(¥’ — F
xr =4, —

- I RS 2
0,

I

— (1 — t3) F7 - 2¢F
& - T ' 1—{—12 ’

n
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Ce point décrit une courbe réelle située dans le méme/plan
que la courbe (c,) décrite par le point réel de coordonnées x,,
Y1, 3, Comme les diverses coordonnées introduites sont
lices par la relation dai + dz} = dy.. y, n’est autre que P'ab-
scisse curviligne s, de cetle courbe réelle (c,) et puisque /, est

égal a 3{)— = ——;—2 les coordonnées du point réel M de-
2 2
viennent :
1 ' i . “ d;]'l
x:;{‘(’l:)z Yo i) = x; = °1dsl J
y=0,
1 ! ’ dzl
5:;"/(:172_ Ve 3 ) = 7 By ds; -
Y1

ces derniéres équations prouvent que ce point (x, 7, z) dé-
crit une développante par le fil de la courbe réelle (¢,).

En résumé : toutes les tangentes d’'une courbe minima de
Uespace sont douées d’un point réel. La courbe lieu de ces
points réels n’est autre qu’'une développante de la courbe
réelle plane (c,).

Comme la courbe plane (¢,), dont la ligne de longueur
nulle peut étre déduite au titre d’hélice particuliere du cy-
lindre de section droite (c,), est absolument générale, cette
proposition définit d’une maniére inattendue la développante
d'une courbe plane.

110. — Plus généralement, supposons que la droite ima-
ginaire de ’espace appartienne a une oo! développable : les
douze paramétres (x,, ..., z,), (a,, ..., ¢,) sont des fonctions

x,,
réelles de la seule variable réelle ¢ lices par les relations :

dr, . dy dz
a, — ary , b, — Ak , g, = = |
1 dt ! di . dt
d‘T‘) d?‘;) d22
== = by — == | Cg == —= ;
dt dt dt -

la condition d’existence d’un point réel sur une telle tan-
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gente imaginaire & une courbe imaginaire est alors:

. dn dn
T2 dr o dt
dy, dy, —
L T
# dt dt

On se donnera, pour y satisfaire, la courbe gauche réelle
(c,) lieu du point M, de coordonnées r,, ¥,, 2,. P et Q étant
deux fonctions de la variable réelle ¢, on posera:

dx, = Pd(Qux,) ,
dy, = Pd(Qy,) ,
dz; = Pd(Qz,) ;

la courbe (c,) lieu du point (x,, y,, z,) est alors définie, a
une translation arbitraire pres, par trois quadratures :

R
I

PQx, — fQux,dP ,
7 = PQyy — fQy,dP
3 PQz, — fQz,dP ;

I

si, par exception, la courbe (¢,) est un axe de coordonnées,
I'axe Oz par exemple, la condition est satisfaite quelle que
soit la courbe (¢,), puisque x,, y,, 2, et ¥/, sont nuls; [, est

nul et /, prend la valeur — 2, de sorte que les coordon-
z
2

nées du point réel M sont alors :

da,
X = Xy — Zg 75— y=>x —=

]
dz,

&
1

1 1.

, = gz

2

QL

z

2

la courbe (c,) reste indéterminée; le point M est un point de
la tangente en M, a cette courbe réelle (¢,), & une distance

dz .
MM = Zy - du point M, de contact de la tangente. En pre-
% , |
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nant plus particuliérement z, proportionnel & 'abscisse cur-
viligne s, de la courbe (1), 2, == ks, , la courbe lieu de M est
une développante par le fil de la courbe (¢;). Ge résultat cons-
titue par suite une généralisation de celui qui a 616 indiqué
au paragraphe précédent, a propos des courbes de longueur

nulle (%4 est alors égal a I'unité et z, est nul, aux notations
pres).

111. — Je n’insiste pas sur cette question qui ne présente
quun intérét de curiosité. Il me suffira de dire que les

remarques qui précédent ne sont pas les seules qu'il est pos-

sible de faire dans la considération des éléments de cer-
taines figures imaginaires du plan ou de l'espace. C’est ainsi
que des transformations rationnelles bien connues peuvent
étre rattachées a ces mémes considérations et que l'étude
des droites de lespace qui sont douées d'un point réel met
en évidence certains systémes rectilignes, congruences ou
complexes, bien connus par ailleurs.

Paris, le 1°r février‘1918.
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