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II

15. — Les identités étudiées dans le chapitre précédent
sont toutes des conséquences de l'identité (I). Nous arrivons
maintenant a une relation identique entre six vecteurs qui
ne peut pas êtie ramenée à la même source. Supposons eneffet que nous ayons quatre-vecteurs quelconques *s, *3.Le vecteur composé

l*i*af»l «o — [ts*3*0]*i + [*3*0*i]*9 — [*o*i*2l*3

est nul, vu que ses projections sur les trois vecteurs non-
coplanaires

v*2*3 - v*3 t, Vf, c2

sont nulles. Dès lors sa projection sur tout autre vecteur
V*4tfs disparaît également, et nous aurons l'identité :

[WJIWJ -
+ fetot,][r2f4f5] — [tbt,t2][r3r4f5] o (vil)

qui constitue une relation entre les «sinus» de huit parmiles «angles trièdres » qu'on obtient en reliant dix points de
la surface sphérique au centre. Lorsqu'on remplace chacun
des pioduits pseudoscalaires par Iç déterminant correspondant,

on retrouve l'identité bien connue entre huit déterminants
de Cayley.

16. Dans le cas spécial où deux des six points en question,
x0 el ts par exemple, coïncident, l'identité devient

[*o*i*J[*o*2*3] + [roLLÏÏLLti] + [*o*3*4][*o*it2] s 0 (VIII)
Elle établit .une relation entre les sinus de six parmi les

angles trièdres formés, lorsque les sommets d'un pentagone
sphérique sont reliés au centre de la sphère. Or, un produit
pseudoscalaire comme DM,*,] étant égal à sin«,!,.*, ou
sin«, sin A, devient dans le cas-limite du plan proportionnel
à l'aire du triangle plan correspondant. L'identité (VIII) nousfournit alors la relation bien connue entre les triangles d'un
pentagone plan de Möbius \

1 A. F. Möbius. Gesammelte Werke, Bd. I, S. 202.
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17. — Nous allons voir maintenant que notre dernière

identité admet une interprétation toute différente. En effet,

soient Xi, X2, Xs les sommets, Jâ, U les côtés du triangle
de référence sphérique et

Bit, + B2tr2 + B3t3 EE 3 sinA^h + sin A2b2l2 + smA3b3l3 ft

sinAjî/jtj -}- sinA2w2t2 + sinA3?/3f3 EE { or1x1 + + or3ta X

si nous posons comme toujours le produit pseudoscalaire
CfJJsl A, la multiplication interne des vecteurs superposés

nous permet d'écrire:

($ t)n ux + B2m2 + B3u3)n (ft.fi* An(b1x1 + b2x2 -f b3oc3)n

de sorte que l'équation d'une courbe sphérique de classe ou

d'ordre zz, avec la convention btbjbk ôij,*..., etc., peut
s'écrire

O.I),l 0 (ft.t)" 0.

La droite sphérique qui relie les points %' et %'' coupera
la conique sphérique 0 en un point X + Ix" pourvu
que a satisfasse à

(ft.t'-j- )V')2 (ft-t')2 + 2X(ft.tr')(ftYj + X2(ft.t")2 0

Les points x' et x" sont conjugués par rapport à la conique
lorsque

(ft.rt(ft.tv) 0 •

18. — Revenons maintenant à l'identité (VIII), que nous
écrivons

[KiüEftt« + MUWsfJ + [ftfabmy 0

Dans cette forme elle nous donne le théorème connu : Si
dans un quadrilatère complet de sommets Vf,f4, Vf2f3, etc.,
deux couples de sommets opposés sont conjugués par
rapport à une conique sphérique ou plane (ß.t)2 0, il en est
de même pour le troisième. Il est évident qu'on obtient le
théorème réciproque, lorsqu'on remplace les t,, t2, f3. (4, ß

par t,. tü. t$. XA et
19. — On peut arriver à ce résultat, qui d'ailleurs a déjà

été obtenu au paragraphe 5, d'une autre manière encore. En
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effet, si ti, t2, ts sont les points diagonaux d'un quadrilatère
complet, les sommets seront

x£r2 ±. Ms ± \tt ±\t2
et, si ß est toujours le vecteur symbolique du paragraphe 17,
l'identité

ß-(M* + Ms) MM Ms) + MMs 4" MJ MMs Ml)
+ b.(\*i + Ms) MMi — \t2) o

nous apprend que les sommets Mi zb À2%2 sont conjugués
par rapport à certaine conique, lorsque les points Ms ± Ma
et les points Ms ± Mi le sont.

20. — Remarquons encore en passant que les équations
• (VM)2 0 et (V®r)2 0

aussi ont une signification géométrique bien simple, lorsque
ß et ^ sont les vecteurs symboliques du paragraphe 17. E11

effet nous trouvons

(W^tvfs^j; + s2b2i2 + .)(s1 m + s2 u2i2 + ...)]2
KSlSll(h2»s - Ma)*i + (V'i - K "3) ta + (Ma - Mi )t3]2

ou encore, si nous remplaçons Xi-Xk, c'est-à-dire <*ik par
pour la première équation

»h (Ms — Ma)2 + • • • + M (Ms * " MaHMx — Ms) +
— [(Oj (b2 11 b?> u2) -j- 0)2 (/>3 (Oj — bx (O3) -f- w3(b1 oj2 — ^2coi)]2 — 0 •

Cette équation est celle du lieu géométrique des cordes
de longueur^ dans la conique sphérique (ß.t)2~0. De

même on trouve

(V&t)* [Ü1(B2a?3 — B3X2) + 02(B3^ - Bjocz) + Ü3(Bxx2 - B^)]2 0

comme équation du lieu géométrique des points où les
tangentes menées à la courbe sphérique (^.fj2 0 sont
normales3. - _

21. — L'identité (VIII) entre cinq vecteurs conduit à un
autre théorème connu sur les quadrangles complets, lors-

1 Géométrie sphérique en coordonnées projectiles, p. 217.
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qu'on y remplace t0 par Vftf. En tenant compte de ce que

[wj VM.Vr1ti l>.'VÎ.?1t4

nous trouvons en effet qu'elle prend la forme

[fi.Vt, r,rdfß.A't, r,r3] + [6• VC, r,r4][ß-Vf, r3rj

+ [ß.Yf, r3rJ[ß.Yt, 0

Or, si f est une droite sphérique quelconque, le point
d'intersection de cette droite avec le côté t.:!./; du quadiang'le

complet des Xr{i1, 2, 3, 4), point que nous voulons

appeler Pi*, sera Vf, titt- L'identité nous.apprend la propriété

connue de l'involution des six points

P,4 P23 ; P24 > P31 ; PM ' P12

I

pourvu que ft soif toujours le vecteur symbolique du

paragraphe 17 correspondant a certaine conique.

III

22. — Nous arrivons maintenant à une identité nouvelle,

qui admet plusieurs interprétations et qui, peut-être plus

que les précédentes, montre tout le profit qu'on peut tirer
de ces relations vectorielles, non seulement pour démontrer
facilement et pour relièr entre eux des théorèmes assez

différents connus, mais encore pour en trouver des nouveaux.
C'est l'identité

[V(W'Vßr Ycc'] + [Vßc'Yc«'Ya6'] + [Vcö'Yac'Yßa'l : o (IX)

La démonstration en est simple, quand on remarque que
le second et le troisième terme se déduisent du premier par
permutation circulaire positive des vecteurs <t, ft, C et par
permutation circulaire négative des vecteurs a', ft', Nous
obtenons ainsi en développant les trois produits
pseudoscalaires

[mV] [»'*] —[«ta] IMVJ

[ftcTJO'c«] — [c'ßa] [ca'ß'j

[cßVHc'rtß] — [ß'tfi] [ttc'ft']

dont la somme est identiquement nulle.
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