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98 M.-FR. DAN1ËLS

est le produit vectoriel ou externe vecteur dont la
grandeur est sin«, lorsque a est la distance sphérique
minima des points en question.

d) que le vecteur du point d'intersection des droites f et

t est de même Y'tl, la grandeur de ce vecteur étant sin a
lorsque a est l'angle des deux droites.

e) que le vecteur at—-aappartient à un point P situé
sur la droite déterminée par t et et tel que sin (PR) :

sin(PR1)=:(RR1P) ai:a.
f) que le vecteur ßt— ß1ll appartient à une droite p passant

par l'intersection des droites 1(1) et f.t} et telle que
sin (pl) : sin (pl,) (lliP) ßt : ß.

g) que trois points sont collinéaires et que trois droites
sont concourantes lorsque les trois vecteurs correspondants
multipliés par certains facteurs donnent une somme nulle.

A,) .qu'une droite de vecteur { ne passe par un point de
vecteur % que lorsque le produit scalaire ou interne de leurs
vecteurs est nul.

i) que la droite dont le vecteur est \tl passe par le point t
tout en étant normale à la droite dont le vecteur est t

1

2. — Considérons maintenant les identités vectorielles :

(M2 - Ma) + (Pat - Pit) + (Pit - Pit! 0 •

{*2x2 — a3x3) + (a8*3 — a.ltl) -P (a^ — a2x2) 0

Si les vecteurs des côtés et ceux des sommets opposés
d'un triangle sphérique sont U et fc, la première nous
apprend que trois transversales angulaires, pour lesquelles le
produit des rapports est un sont concourantes (1, g). Il ressort

de la seconde que trois points appartenant aux trois
côtés, pour lesquels le produit des rapports est un, sont col-
linéaires.

D'après (1, cl) le point d'intersection dans le premier cas
est déterminé par le produit vectoriel

\t iû f o p \ / of o t \ si 11 A, si ii A« shiAqV(M2 - Pat) (Pat — Pit) ou —+ —Ö—
Pl P2 Ps
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lorsque les angles extérieurs du triangle sphérique sont Ai.
Les coordonnées barycentriques du point d'intersection sont

par conséquent sin Ai/ßi.
De même on trouve dans le second cas pour la droite des

trois points le vecteur
sin a. sin a0 sin a?>

Y («gtj — a3t3) (a3t3 — OU "! H

lorsque les ai sont les côtés du triangle sphérique. Les
coordonnées barycentriques de cette droite sont l/af-. Dans le
cas-limite du triangle plan, les sin A* et sin ai peuvent être

remplacés par les côtés ai eux-mêmes.
3. — a) La première médiane, dont le vecteur a la forme

ß.2t2— ß3t3 posse par le milieu du côté opposé X% -f t3> Le

produit interne de ces deux vecteurs étant par conséquent
(1, h) nul, il s'ensuit :

ß2 sin /?2 — ß3 sin /?3 m 0 ou ß2 sin A3 — ß3 sin A2 =r 0

lorsque les ht sont les hauteurs du triangle sphérique. Les
trois médianes

sinA2f2 — sinA3t3 sin A3[3 — sinA^ sinA^— sinA2(2

sont donc concourantes; de même les trois symédianes

h U
sin A2 sin A3

' sin A3 sin Aj ' sin At sinA2

Les premières passent d'après le paragraphe précédent
par le point, dont les coordonnées barycentriques sont
(1, 1, 1); les secondes passent par le point de Lemoine ou
Grsebe (sin2ß1, sin2#2, sin2tf3) qui, dans le cas-limite du

triangle plan, devient (<a\, a\, a\).

b) La droite dont le vecteur X2 — t3 appartient au premier
côté du triangle est par là même normale à ce côté; elle
passe par le milieu de ce côté + X3, vu que le produit
scalaire des deux vecteurs en question est nul (1, h). Le point
d'intersection des normales concourantes

*2 — t3 f3 — ti ti — Xt
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est déterminé (1, d) par le produit externe de deux de ces
vecteurs

V*2*3 + Ytp.ti -h Vtx t2 •

C'est le centre du cercle circonscrit.
4. — Posons maintenant dans notre identité du

paragraphe 2

otj f3 f3 COS ax a2 3 cos cr2 a3 tj -t2 cos tf3

Elle prendra alors la forme1

Y*i Vf2?3 + + VtsVftts 0 (II)
ou encore

Ytj r2t:. + Yt2 t.ti + > tits 0

lorsque pour éviter une accumulation de V, on n'écrit que
le dernier en remplaçant les autres par des virgules. Or,
Yt-2%3 est le premier côté et Vt^, X2X3 d'après (1, i) la normale
abaissée sur cette droite du sommet opposé XA ; l'identité
nous apprend donc que dans un triangle sphérique les trois
hauteurs sont concourantes. L'orthocentre xt étant sur la

première hauteur, nous avons, en écrivant par abréviation
Si et Si, Ci et Ci pour sin#;, sin A;, cos#; et cos A; d'après
(1, h)

(tfjf, H" *2*2 + t2t? #SV*2*8 .Ytgti — ^2V*2% • t2

— x3 s1 s2 C3 — ,r2 6'3 C2 zu: 0

.Tj : a"2 : ^r3 lang Aj : lang A2 : lang A3

5. — En multipliant l'identité du paragraphe précédent sca-
lairement par le vecteur y4, nous obtenons la nouvelle identité

:

.Yf2r3 -f Ytsti.Vtsti + Yï3t4.Vï1ir, 0 (III)

Elle nous apprend d'abord : si clans un quadrangle complet

(XttüXat4) sphérique ou plan non seulement les côtés (XiX2)

et (X^Xj sont perpendiculaires ou conjugués par rapport à

une conique sphérique ou plane, mais encore les côtés (#2f4)

1 On a en efFet. t?,-tlt2 — X2 • t2 t3 — YfjV t21.
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et (*3*1), il en sera de même des cotés (t3tA) et (*,*,), vu que
la disparition des deux premiers produits scalaires entiaîne

celle du dernier.
On peut évidemment écrire notre identité :

Vtih-Vkh + + VIA-VIA 0

et considérer les vecteurs comme appartenant aux quatre
côtés d'un quadrilatère sphérique complet. Dans ce cas les

six produits vectoriels déterminent les sommets (1, cZ), et

l'identité nous apprend : si les distances des sommets Vfif4

et Vjf2C3 et des sommets Vf2f4 et \ish sont des quadrants, ou

bien si ces sommets sont conjugués deux à deux par rapport
à une conique il en est de même pour les sommets Vf3f4 et

VI, t.
6. — Reprenons encore l'identité I et posons-y :

Œl ~ Vt2î.YIt3 Cr3 =*s-vt. 1*2

.«,== V^t.v^ r8.vï, it, ee^.vi, tr3

a3 V*,! Yfc2 t, .VI, tr2 «2 VI, îv

Nous rappelant que
ts.x t2 — t2 x ta

est le produit externe des vecteurs

x et v*2r3

nous voyons sans peine qu'un des trois termes de notre
identité avec un changement de signe devient le produit
externe des vecteurs :

yto to, et VI, hi
ou encore1 de

i; et VI, I, I2I3

L'identité toute entière prend par conséquent la forme :

VI,, I. I, IJ, + VI2, I, I, Lt, + VI3, 1,1, U 0 (IV)

1 Se rappeler que Vt2t3 — sintfqtj et VI2I3 sin A^. On multiplie
donc en réalité par le module du triangle sphérique des c'est-à-dire par
sin A; : sin at.
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L'interprétation géométrique de cette identité est bien
simple. En effet, si les f sont les côtés d'un trilatère sphé-
rique et si J est le vecteur d'une droite quelconque l, on a
successivement pour le premier sommet A,, pour la
normale piabaissée sur la droite Z, pour son intersection P,
avec Z, et pour la normale q,dupoint P, sur le premier côté
du triangle, en appliquant alternativement (1, d) et (1, i)

A, s VU Pt~V(, |2(3 P.sVM, U, (/l Vf, U
Nous obtenons deux droites analogues qiq3 en partant des

deux autres sommets du trilatère. L'identité nous apprend
que les trois droites sphériques sont concourantes. Leur
point commun est l'orthopôle dela droite sphérique \ D'après
1 extension connue donnée au produit externe de deux
vecteurs, l'identité IV peut encore s'interpréter de la manière
suivante :

Si l'on mène par les sommets At- des droites pt, conjuguées
à une droite quelconque l par rapport à une conique

donnée, les points d'intersection étant P,, les droites qt,qui
passant par les P; sont conjuguées aux côtés at du triangle
sphérique passent par un point.

7- On trouve les coordonnées barycentriques de l'or-
thopole correspondant à la droite sphérique U( en formant
(1, d)leproduit externe de

h «2*2 — «3*S et ft «3t3 - ftt,
c'est-à-dire qu'on a d'une manière générale

xit1+ r., -4- t. — + a,r„
ce qui, multiplié successivement par

Vïâr3 Vt, r, \'r, r.

1 M. J. Niîuberg a énoncé ce théorème en 1875 dans la Nouvelle Corres-
pondance mathématique (démonstration par H. van Aubel, N. C. M., t. II
p. 316, et par E. Lemoine, J. M. E., 1884, p. 50). Il a étudié la correspondance

entre Porlhopolaire et l orthopôle dans la N. C. M., 1878, p. 379.
(Voir Mathesis, t. IV, avril 1914. p. 92.)
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donne pour les coordonnées de l'orthopôle

•*1 • OC'2 '• 9Cot

— a2a3ûn + a3a,Û12 +
: a2 a3 û12 + a3 04 ü22 + a, a2 û23

: a2a3Q13 + -f- 04 a2 Ü33

si l'on pose par abréviation pour les coefficients des produits
Cf.r Cf. g

Qik sin ai sin aR cos kik Qki

Il suffira maintenant de se rappeler que A étant
nous avons :

OLx Vf2 t t t2 l t3 — t2 • to Î t k2U2lf3 ~ C°S «lû(fftt) •

La première coordonnée xx de l'orthopôle devient alors la
somme de

a2a3Ûn |A4//|m2h3 — A%(c2u1u2 + c^^u^Qluu) + c2 c3Û2 (nit)]s1s1

*gOLtQJ2 [A iu\u3u1 — A2(c3 u2 u3 + c1if2ii1)Q(uu) + c3c1Q2(^^|]^»^2C3

^1^2^13 ".g "l "2 ^ (^1 Ho "f- C2 î/3 ?/2) O Il II) -f- Cj C2 O2 I II II )] .<>3 Cg

8. — Lorsqu'on passe au cas-limite du plan, les termes
qui contiennent la quatrième puissance de

A EE sin sinA/c sin a£k

deviennent infiniment petits par rapport aux autres. II ne
reste, lorsqu'on pose

lim A lim sin A. sin A^sin«^ sin A. sin A k.aik EÄ et lim cos a. 1

qu'une première partie qui devient à la limite

— S!<7j [(tf2 C3 + a3 C2 112 u3 + (ax -f- C2) u3a1 + _j_ ^2C3)^w2l
OU

A. o1 [at u2 z/3 -f- a2 cos A3. u3 it1 -j- a3 cos A2. u1 ?/2]

et d'une seconde partie du même ordre

QNhC3|l - <) + Wi«» - C2) + ClC3(ciC2 - C3)] EE

Q(uii) (c'i c2 — c3)(Cj c3 — C2) — Q(uu) sm2a1 sin a2 sin a?> cos A2 cos A
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qui devient à la limite a\a%az cos A2 cos A9.Q(uu). Si enfin
nous introduisons au lieu des coordonnées ui de la droite
ses distances pi aux sommets du triangle en posant1
AUi=V/£l(uu).pi nous obtenons comme première
coordonnée barycentrique de forthopôle

ai K a2 C2 C3 + aiP2 Ps + a3C2PlP2 + a3CStPlPS] •

Les deux autres s'en déduisent par permutation cyclique
des indices.

9. — Lorsqu'il s'agit inversement de trouver la droite
sphérique son orthopôle t0 étant donné, il suffira
d'exprimer que tQ est situé sur les droites ce qui fournit les
équations

toM, t, tr, [MJt.*! + [htotjt.t 0

» L lt2 [ltQt2] l t2 -+ [t2t0t2]l.t 0

t0^t3 t, [fe0t]Lt3 + [bt0t3]f.t ~ 0

du second degré par rapport aux ut. Lorsqu'une droite iu
satis (ait à deux de ces équations, elle suffira à cause de
l'identité (IV) également à la troisième. Il y a donc sur la
sphère quatre orthopolaires correspondant au point x0 comme
orthopôle; ce sont les tangentes communes aux courbes de
seconde classe.

Il est facile de trouver les six foyers des trois coniques
sphériques2. En effet, f.f ee Q(uu) 0 étant l'équation de la
courbe absolue, le premier terme dans chacune de ces équations

égalé à zéro, donne l'équation de deux foyers, de sorte
que les six foyers en question sont :

ti > VrJ, ; t'2 \t0t2 ; tr3 Vt0t3

Trois de ces foyers coïncident avec les sommets; les trois
autres sont situés sur les côtés du triangle à des distances
tt/2 du point t0. Lorsqu'on passe au plan, les trois derniers

1 Soit: sin A + sinA2.w2f2 + sinA,.^ m uj — En
multipliant par nous aurons sin A1 sin h1 a1 — i/4 sinou A.w,
Vüfz^wjsin^ et Ä. ut Vü (uu) .p±.

2 « Essai de géométrie sphérique », p. 250-251.
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foyers s'éloignent à l'infini; clans le plan les coniques sont

par conséquent des paraboles ayant leurs foyers aux sommets

du triangle et leurs axes parallèles aux côtés opposés.
10. — Si dans l'identité IV on prend, au lieu des quatre

droites, quatre points, c'est-à-dire au lieu du trilatère U et
de la droite f, le triangle Xi et le point X, on obtient

Y tx, t, t, tits + yt2, tt, tsti 4- V*3, t, t, txt2 0

identité qui exprime simplement le théorème réciproque;
nous n'en parlons pas.

11. — Nous arrivons à un autre théorème qu'on pourrait
appeler le théorème semi-réciproque, en gardant dans notre
identité les côtés du trilatère £•, mais en remplaçant la droite
quelconque { par un point quelconque X. Dans sa nouvelle
forme :

yh, t, 44 + Vf2, t,-1, 4h + V4, t, t, 44 o (Y)

l'identité nous apprend : Lorsque par un point quelconque
P(t) d'un triangle sphérique ou plan Ai on fait passer des

droites cp normales ou conjuguées aux droites pi AiP, leurs
points d'intersection Qi avec les côtés correspondants sont
collinéciires 1.

En effet, on a successivement pour le sommet A4, pour la
droite pA, pour la normale qi et pour son point d'intersection

Q4 avec le premier côté du triangle

Aj Y44 Pl \t, 44
ch Yt,t, 44 Qi Y4 ,.t, t, 44 >

L'identité V nous montre que le point Q4 et les deux autres
Qs et Q3 qu'on obtient en partant des sommets A2 et A3 sont
bien collinéaires. q. e. d.

1 Yoir encore ma « Noie sur la géométrie du triangle et du tétraèdre »

dans 1 'Ens. Math., 1917, pp. 273-275, à propos de laquelle M. A. Kiefer
m-a fait remarquer que pour le cas spécial où P est le centre du cercle
inscrit, le théorème se trouve chez Steiner parmi les « Vermischte Sätze und
Aufgaben » (Ges. Werke, Bd. 2, S. 673) et chez A. Kiefer, « Ueber eine
Dreiecksaufgabe und bezügliche Sätze » (Archiv der Mathematik und Physik,
III, Reihe XII, Heft 1, S. 30).
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12. — S, les coordonnées xt du point t sont données, il
est facile d'exprimer les coordonnées de la droite
correspondante en fonction des xt. Nous devons en effet chercher
la droite sphérique qui relie les points

Qi «2*2 — «3*3 ; Q2 a3t3 — a,r,

lorsque les coefficients sont déterminés par les équations :

«, Vr2t,vr t3 ; a2 — Vt3t .V; «3 r,
Nous trouvons son vecteur en formant le produit vectoriel

ou externe. Ceci nous permet de conclure (2), que les
coordonnées lit de la droite cherchée satisfont à

: u2 : u3 rn a2 a?> : a3 al : x1 x2

Quant aux coefficients aL, on voit donc sans peine que

Ar2r.Vr r3 r r2 r.r3 — coso^.t wfr2)<o(a3) — cos«iM(m)

pourvu que w(,rj) et w(.r3) soient les demi-dérivées partielles
par rapport à .r, et x3dela forme quadratique

t t 01 (xx)— + a2 -f a2 + 2cos </,.r2-r3 + 2eos + 2cos «„a, a2

(a-, + a2 + a3)2 — î.r2a3 sin2 -|i — Px — 4asa3 sin2-— —

13. — Dans le cas-limite du plan la valeur trouvée pour a,

(/œ - 2.r, sin2 ^— 2.rs sin2|l^ — 2.r2 sin2|î — 2.r, sin2|-2j

^ 2sin2 —^ ^ — 4a2.r3 sin2 — 4a3.Tj sin2-y — " '

devient

— all+ V2« — «I + o't) + + «2 — n2) + 2a2a3«2

etc. Nous pouvons cependant donner aux donc aux m de
la droite, une forme plus simple. Nous avons en effet:

a, Vr,r Vr r3 — sinPA2 sin PA3.cos <J>,

si nous appelons «h, l'angle formé parles droites PA2 et PA3.



IDENTITÉS VEC107

De celte manière nous trouvons pour le cas de la sphère

sinPAj sinPA2 sinPA3
U! • ll2 • U?>

COS^J
'

COS4>2
'

COS $3

et dans le cas d'un triangle plan

PA. PA2 PA,
u, : v9 : u0 — ±- : : -77 •

1 2 0 cos <t>j cos <P2 cos (JP3

14. — Reprenons l'identité (V) et multiplions-la scalaire-
ment par le vecteur quelconque f4. Dans sa nouvelle forme1

Vt, f2f3.Vt, + Vt. Isli-Vir, f2f4 +.Vï, ff.Vt, f3f4 0 (VI)

l'identité nous fournit une démonstration très simple du

théorème, généralisé pour la sphère, de Bodenmiller 2 :

Le lieu géométrique du point P tel que les droites sphé-

riques qui le relient à deux points donnés de la surface sphé-
rique sont normales ou conjuguées est une conique; les trois
coniques qui correspondent aux trois couples de sommets
d'un quadrilatère appartiennent ci un même faisceciu.

En effet, lorsque les côtés du quadrilatère sont U (i 1,

2, 3, 4), nous aurons en Vf2f3 et V(,f4 deux sommets opposés.
Les droites qui le relient au point X sont Vt, £>£3 et Vt, ftf4,
et ces droites sont normales (ou conjuguées) lorsque X satisfait

à l'équation de la conique

Vt. f2f3.Vr, fxf4 0

Nous obtenons d'autres coniques en partant des deux
autres couples de sommets opposés; l'identité nous montre
que les points communs aux deux premières satisfont également

à la troisième, ou bien que les trois coniques
appartiennent à un même faisceau.

1 II est en effet

L.Vf,, t. t. f2f;î Vf, t. f2f3 .Vf.'f, - Vt, f2tg.Vt,
2 C. Gudermann. Grundviss der analytischen Sphärik, 1830, S. 138.
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