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98 M.-FR. DANIELS

est le produit vectoriel ou externe Vi,t. vecteur dont la
grandeur est sina, lorsque a est la distance sphérique mi-
nima des points en question.

d) que le vecteur du point d’intersection des droites [ et
[, est de méme V[,[, la grandeur de ce vecteur étant sin «
lorsque « est 'angle des deux droites.

¢) que le vecteur at — a,%, apparlient & un point P situé
sur la droite déterminée par t et ¢, et tel que sin(PR):
sin (PR,) = (RR,P) = «, : «.

f) que le vecteur B[ — f,[, appartient & une droite p pas-
sant par l'intersection des droiles () et {,'[)) et telle que
sin (pl) : sin (pl)) = (i, p) = LG, : B. A

8) que trois points sont collinéaires et que trois droites
sont concourantes lorsque les trois vecteurs correspondants
mullipliés par certains facteurs donnent une somme nulle.

) qu’une droite de vecteur [ ne passe par un point de
vecteur ¢ que lorsque le produit scalaire ou interne de leurs
vecteurs est nul.

i) que la droite dont le vecteur est \'tl passe par le point ¢
tout en étant normale a la droite dont le vecteur est [.

I

2. — Considérons maintenant les identités vectorielles :

(Bzfz — 33[3) == (33@: - @1[1) + (ﬁ1[1 - ?’2[2) =

(I)
{ogty — ogty) + (058, — o t;) + (o8, — % t)

0.
0.

1l

Si les vecteurs des cotés et ceux des sommets opposés
d’un triangle sphérique sont [; et t;, la premiére nous ap-
prend que trois transversales angulaires, pour lesquelles le
produit des rapports est un sont concourantes (1, g). Il res-
sort de la seconde que trois points appartenant aux trois
cotés, pour lesquels le produit des rapports est un, sont col-
linéaires.

D’aprés (L, d) le point d’intersection dans le premier cas
est déterminé par le produit vectoriel

sin A, sin A, sin A,

VB, — @3[3)(p3[3 — BeL;) ou — "t + ——,
B By B3
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lorsque les angles extérieurs du triangle sphérique sont A;.
Les coordonnées barycentriques du point d’intersection sont
par conséquent sin AL-/,BL.

De méme on trouve dans le second cas pour la droite des
trois points le vecteur '

sin @ sin a‘, sin a,

2L = [, +

I 3

L

Vi{agty, — agty) (o5t — o, 8y) ou

1orsque les a; sont les cotés du triangle spherlque Les coor-
données bharycentriques de cette dr01te sont 1/a;. Dans le
cas-limite du triangle plan, les sin A; et sin a; peuvent étre
remplacés par les cotés a; eux-mémes.

3. — a) La premiére médiane, dont le vecteur a la forme

- B.k, — B[, passe par le milieu du coté oppose t, + t,. Le

produit interne de ces deux Vecteurs étant par conséquent
(1, ) nul, il s’ensuit :

B, sin hy — By sinh, = 0 ou B, sin }.\3 — By sinA, =0

lorsque les £; sont les hauteurs du triangle sphérique. Les
trois médianes

sin A, [, — sin A, [, , sin A [, — sin A [, , sin A [, — sin A, [,
sont donc concourantes; de méme les trois symédianes

£, [, [, [, [, I

A . ’ . h— . 3 - "
sin A, sin A, sin A, sinA, ’ sin A, sin A,

Les premiéres passent d’aprés le paragraphe précédent
par le point, dont les coordonnées barycentriques sont -
(1, 1, 1); les secondes passent par le point de Lemoine ou
Grebe (sin?a,, sin?a,, sin®a,) qui, dans le cas-limite du
triangle. plan, devient (a;, a;, ;).

b) La droite dont le vecteur ¢, — ¢, appartient au premier
coté du triangle est par la méme normale a ce coté; elle
passe par le milieu de ce coté ¢, + t,, vu que le produit sca-
laire des deux vecteurs en question est nul (1, ). Le point
d'intersection des normales concourantes

tg'—'tgy tg_tly ti"—tg
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Ll

est déterminé (1, d) par le produit externe de deux de ces
vecteurs ,
Vior, + Vet + Vet -

C'est le centre du cercle circonscrit.

4. — Posons maintenant dans notre identité du para-
graphe 2
a4, = t3.¥; == cOs q, %y = ¥3.¥, = €COS 4, oy == ¥;.¥y == COS @, .

Elle prendra alors la forme?! -

Vi, Veot, + Vi, Ve, + Ve, Vegr, =0 (IT)
ou encore
Ve, ety 4+ Ve, o, + Ve, 18, =0

lorsque pour éviter une accumulation de V, on n’écrit que
le dernier en remplacant les autres par des virgules. Or,
Vi,t, est le premier coté et Ve, t,x, d’aprés (1, 7) la normale
abaissée sur cette droite du sommet opposé t,; l'identité
nous apprend donc que dans un triangle sphérique les trois
hauteurs sont concourantes. L’orthocentre x; étant sur la
premiére hauteur, nous avons, en écrivant par abréviation
s; et S;, ¢; et C; pour sina;, sinA;, cosa; ct cos A; d’aprés
(1. 2) |

(28, + 20ty + x3t) Ve, oty = V01 Vet — o Vet Vi,

| = x,8,85,C; — wy8,5,Cy = 0

X1 xy: a, — lang A, : tang A2 : tang A, .

5. — En multipliant I'identité du paragraphe précédent sca-
lairement par le vecteur t,, nous obtenons la nouvelle iden-
tité :

Vee,  Veot, + Veor, Ve, + Ve, . Ve, =0 . - (IID)

Elle nous apprend d’abord: si dans un quadrangle com-
plet (t,t,t,t,) sphérique ou plan non seulement les cotés (t,1,)
et (t,x,) sont perpendiculaires ow conjugués par rapport a
une conique spheérique ou plane, mais encore les cotés (t,t,)

T On a en effet ¢, .t, t, — bttty = Ve, Vot
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et (t;1,), il en sera de méme des cotés (t,t,) el (,t,), vu que
la disparilion des deux premiers produits scalaires enlraine
celle du dernier. | ,

On peut évidemment écrire notre identité:

VL VEE 4+ VOE VLS + VEL, VL =0

et considérer les vecteurs comme appartenant aux quatre
cotés d’un quadrilatéere sphérique complet. Dans ce cas les
six produits vectoriels déterminent les sommets (1, d), et
I'identité nous apprend : si les distances des sommets VI, [,
et VL[, et des sommets VL[, et VL[, sont des quadrants, ou
bien si ces sommets sont conjugués deux a deux par rapport
2 une conique il en est de méme pour les sommels VLI, et
VL.

6. — Reprenons encore l'identité I et posons-y:

a, = Ve £.Nft, = 1, VI, ft; =15 . VI [ty
oy = Ve, [.Vly, =, . VI, [e, = ¢, . VI g
o, = Ve, 0. VI, = ¢, VI, [, =6, .V Ty,

Nous rappelant que
tg-x tgh —_ rgx tg

est le produit externe des vecteurs

X et Vot

nous voyons sans peine qu'un-des trois termes de notre
identité avec un changement de signe devient le produit
externe des vecteurs:

Ve,e, et VI, [y,
ou encore! de

£ et VEL, LI

L’identité toule entiére prend par conséquent la forme:

VLG LE + VB L LE+ VG L L =00 (IV)

1 Se rappeler que Veot, = sina [, et VL[, = sin A ¢;. On multiplie
donc en réalité par le module du triangle sphérique des ¢;, c¢’est-a-dire par
sin A; : sin q;.




102 M.-FR. DANIELS

L’interprétation géométrique de cette identité est bien
simple. En effet, si les [; sont les cotés d’un trilatére sphé-
rique et si [ est le vecteur d’une droite quelconque £, on a
successivement pour le premier sommet A,, pour la nor-
male p, abaissée sur la droite [, pour son intersection P,
avec [, et pour la normale ¢, du point P, sur le premier c6té
du triangle, en appliquant alternativement (1, d) et (1, ¢)

A] EV[g[‘; ’ pIE\thtgtg 3 P]EV[;[rfgtg ’ [/15\'[1’['['[2[3

Nous obtenons deux droites analogues qi,q?; en partant des
deux autres sommets du trilatére. L'identité nous apprend
que les trois droites sphériques ¢: sont concourantes. Leur
point commun est Lorthopdle de la droite sphérique?. D’aprés
I'extension connue donnée au produit externe de deux vec-
teurs, 'identité IV peut encore s’interpréter de la maniére
suivante : |

Si I'on meéne par les sommets A; des droites pi, conju-
guées a une droite quelconque / par rapport & une conique
donnée, les points d’intersection étant P;, les droites ¢;, qui
passant par les P; sont conjuguées aux cétés a; du triangle
sphérique passent par un point.

7. — On trouve les coordonnées barycentriques x; de ’or-
thopole correspondant a la droite sphérique u; en formant
(1, d) le produit externe de |

91 = %ty — 2ty el 2 = %t; — oty
c’est-a-dire qu'on a d’une maniére générale
it + Xty + e, = %y %y Nty - oy o« Vet + o ay Ve, b,
~ce qui, multiplié successivement par

Ve,e, o Ve o Ve,

! M. J. Nruserc a énoncé ce théoréme en 1875 dans la Nouvelle Corres-
pondance mathématique (démonstration par H. van Auser, N. C. M., t. 1II,
p. 316, et par E, Lemowve, J. M. E., 1884, p- 50). Il a étudié la correspon-
dance entre I'orthopolaire et l'orthopdle dans la N. €. M., 1878, p. 379.
(Voir Mathesis, t. IV, avril 1914, p. 92.) :
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donne pour les coordonnées de I'orthopole

&y T Ky 3 Oy
= oy Qp, + Q + o 20,Q,
. Py g Qy oagay Qo A oy oy (g

Doy oy QA ago Qo 4 a0, Q

si 'on pose par abréviation pour les coeflicients des produits
OrOs :
Q;. = sina;sina, cos A, = Q.

Il suffira maintenant de se rappeler que A étant [f,[, [3
nous avons: :

o EVt?[ Vit, :[1’2 e, — 1.1, [[__A Uy u, — cos a, Q(uu) .

La premiére coordonnée x, de I'orthopdle devient alors la
somme de

a,a, Q. = |A*Pu,u, — A2(c,u,u c, 1 u)Q ) 4+ ¢, c, Q%(uu)ls, s
g %gaayy |27 ey Uy g Uy Uy g #y ty 2 (3 1

1

agoy Qp = [Atuguguy — A (cquyuy + ¢ uy 1)) Q () 4+ cye, Q% (uwy]s, s, C,
oy oy QO = [Atwl g uy — APeyuguy + cyuguy) Qlun) + o) cy QFuu)]s, s, C,

8. — Lorsqu’on passe au cas-limite du plan, les termes
qui contiennent la quatrieme puissance de

A = sin Ai sin Ak sina;,

deviennent infiniment petits par rapport aux autres. 11 ne
reste, lorsqu’on pose

limA = lim sinAisinAksinaik = sinAi sin Ak'aik = A et limcos a, = 1

qu’une premieére partie qui devient a la limite

— Ala, [(ayCy 4+ a,Cy)uyu, + (a + a, v )u uy + (ay + a,Cy)u, u,)
ou

Ala,auyuy; + aycos Ay uyu, + agcos A, u u,)

et d'une seconde partie du méme- ordre

Qfuu)egeg (1 — ) + ¢ c5(c ¢4 — ¢) + ¢ ¢(c ey — )] =

Q(uu) (e eq — ¢g) (e, ¢, — 02) = Q(uu) sin®a, sin a, sin a, cos A, cos A,
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qui devient a la limite a’a,a, cos Ay cosA,.Q(uu). Si enfin
nous introduisons au lieu des coordonnées u; de la droite
ses dislances p; aux sommets du triangle en posant?
Au; = V'Q(uu).p; nous obtenons comme premiére coor-
donnée barycentrique de 'orthopéle

a{a,a,a,C,Cy + a,p,p, + a, Copips + a;Cyppy]

Les deux autres s’en déduisent par permutation cyclique
des indices.

9. — Lorsqu’il s’agit inversement de trouver la droite
sphérique [(u;), son orthopéle t, étant donné, il suffira d’ex-
primer que t, est situé sur les droites ¢:, ce qui fournit les
équations

Il

VL 0 By, = (B 000y, - 6,200 ==
tOVI:g ’ [7 [tg [[tofg]ftg -+ [[Ztotz][.[ =0
to Vo 0 Te = (b, G]0.v, + [La,e]0.0 =0

l

du second degré par rapport aux u;. Lorsqu’une droite u;
satisfait & deux de ces équations, elle suffira a cause de
'identité (IV) également a la troisiéme. Il y a done sur la
sphére quatre orthopolaires correspondant au point t, comme
orthopéle; ce sont les tangentes communes aux courbes de
seconde classe.

Il est facile de trouver les six foyers des trois coniques

- sphériques®. En effet, [.[ = Q(uu) == 0 étant I'équation de la

courbe absolue, le premier terme dans chacune de ces équa-
tions égalé a zéro, donne I’équation de deux foyers, de sorte
que les six foyers en question sont :

tl ’ \vt()tl 5 t2 ’ \YrOIZ ) t3 ! Vvt0[3 *

Trois de ces foyers coincident avec les sommels; les trois
autres sont situés sur les cotés du triangle a des distances
n/, du point t,. Lorsqu’on passe au plan, les trois derniers

! Soit:sin A .u, [, + sin A, uy [, + sin Ajugly = u, [ = \/Q(uu}.[. En
multipliant par ¢ nous aurons sinA, sink u, = uysinp; ou A.u, =
VQ(uu)sinp, et A.u, = \/_Q(uu).pl.

? « Essai de géométrie sphérique », p. 250-251.
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foyers s'éloignent a l'infini; dans le plan les coniques sont
par conséquent des. paraboles ayant leurs foyers aux som-
mets du triangle et leurs axes paralleles aux cGtés opposés.

10. — Si dans identité 1V-on prend, au lieu des quatre
droites, quatre points, ¢'est-a-dire au lieu du trilatere [; et
de la droite [, le triangle ¢; et le point ¢, on obtient

Ve, tot, oty + Ve ottt - Vet 8, 1, =0,

identité qui exprime simplement le théoréme réciproque;
nous n’en parlons pas. 7

11. — Nous arrivons & un autre théoréme qu’on pourrait
appeler le théoréme semi-réciproque, en gardant dans notre
identité les cotés du trilatére f;, mais en remplacant la droite
quelconque [ par un point quelconque ¢. Dans sa nouvelle
forme : ‘ | ‘

Vit t, Igfg+Vf,,r v L+ VE et [Iz_ (V)

I'identité nous appre‘nd: Lorsque par un point quelconque
P(t) d’un triangle sphérique ou plan A; on fait passer des
droites q; normales ou conjuguées aux droites pr= AP, leurs
points d’intersection Q; avec les cotés correspondants sont
collinéaires®.

En effet, on a successivement pour le sommet A,, pour la
droite p,, pour la normale ¢, et pour son point d’intersec-
tion Q, avec le premier coté du triangle

A, = VLI, P = Ve, LI
L’identité V nous montre que le point Q, et les deux autres

Q, et Q, qu'on obtient en partant des sommets A, et A, sont
bien collinéaires. q. e. d.

! Voir encore ma « Note sur la géométrie du triangle et du tétraédre »
dans V'Ens. Math., 1917, pp. 273-275, a propos de laquelle M. A. KieFer
m*a fait remarquer que poar le cas spécial ou P est le centre du cercle ins-
crit, le théoréme se trouve chez Steiner parmi les « Vermischte Sitze und
Aufgaben » (Ges. Werke, Bd. 2, S. 673) et chez A. Kierex, « Ueber eine
Dreiccksaufgabe und beziigliche Sitze » (drchiv der Mathematik und Physik,
IIT, Reihe XII, Heft 1, S. 30). |
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12. — Si les coordonnées x; du point t sont données, il
est facile d’exprimer les coordonnées u; de la droite corres-
pondante en fonction des Z;. Nous devons en effet chercher
la droite sphérique qui relie les points |

Q= nt, — ot ; Q = oyt — %4t
lorsque les coefficients «; sont déterminés par les équations :
H=Vet Ve s a4 =VeeVer ;o= Ver. Ve, .

Nous trouvons son vecteur en formant Je produit vectoriel
ou externe. Ceci nous permet de conclure (2), que les coor-
données u; de la droite cherchée satisfont i

u a, . ad

1”:112:u3:aa:a1.

273 %y

3 172 ¢

Quant aux coeflicients «,, on voit donc sans peine que
@ = Vit Ve r, = t.y, v.t; — cosa t.t = o) w(r,) — cosa,w(xx)

pourvu que o (r,) et o(x;) soient les demi-dérivées partielles
par rapport a x, et x; de la forme quadratique

r.t = w (xx) = al + a2 + al 4+ 2cos a, xyx, 4 2cos ayx3 %, + 2cos a,x, x,

. a S
— 2 __ g e S — (2 __ ho in2 51
= (2 4+ xy + x,)? — 12,y sin? o e ox =518 1Ty 7y sin® 5

13. -— Dans le cas-limite du plan la valeur trouvée pour «,
4 . a . D 0
(10,_‘ — 2, sin2%5 — 2, sin2%> (lw — 2, sm2?1 — 2, sin® ?2)

.. L, a . o
- <1 _— 251_112 §1> <l§0 — by, smz—z-1 — bx,x, sm2—2-2- — >
devient
xi(a] — al — az) -+ X xq (@] — a® 4 az) + xyag (@l 4 al— al) + 2x,x, a:

etc. Nous pouvons cependant donner aux ;. donc aux u; de
la droite, une forme plus simple. Nous avons en effet :

o, = Vit . Ve t, = — sin PA, sin PA,.cos D,

si nous appelons @, I'angle formé par les droites PA, et PA,.
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De cetlte maniére nous trouvons pour le cas de la sphére

sin PA, . sin PA, sin PA, 4

u : ;
cos®, ~cosd, cosP,

1Ill2ilt3:

et dans le cas d'un triangle plan

o PA,  PA,

ottt s = s ®, " cosd, cosd,
14. — Reprenons l'identité (V) et multiplions-la scalaire-

ment par le vecteur quelconque [,. Dans sa nouvelle forme*
Ve, L. Ve, 00 4+ Ve L Ve, G+ Ve, LL Ve, LL =00 (V)

'identité nous fournit une démonstration trés simple du
théoréme, généralisé pour la sphere, de Bodenmiller®:

Le lieu géomélrique du point P tel que les droites sphé-
riques qui le relient a deux points donnés de la surface sphé-
rique sont normales ou conjuguées est une conique; les trots
coniques qui correspondent aux trois couples de sommets
d’'un quadrilatére appartiennent a un méme faisceal.

En effet, lorsque les cotés du quadrilatere sont [; (1 =1,
2, 3, 4), nous aurons en V[,[; et V[, [, deux sommets opposés.
Les droites qui le relient au point ¢ sont Vt, [;[, et Ve, [,[,,
et ces droites sont normales (ou conjuguées) lorsque ¢ satis-
fait a I’équation de’la conique

Ve L0 Ve L[, =0 .

Nous obtenons d’autres coniques en partant des deux
autres couples de sommets opposés: I'identité nous montre
que les points communs aux deux premiéres satisfont égale- |
ment a la troisieme, ou bien que les trois coniques appar
tiennent a un méme faisceau. |

1 11 est en effet
LVE e e, L= Ve, v, LEVOLE =— Ve, LI Ve, [Jl
2 C. GuoerMANN. Grundriss der analytischen Spharik, 1830, S. 138.
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