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SUR CERTAINES IDENTITÉS VECTORIELLES

ET LEUR INTERPRÉTATION

DANS LA GÉOMÉTRIE SPHÉRIQUE ET PLANE

PAR

M.-Fr. Daniels (Fribourg, Suisse).

Nous nous proposons de démontrer dans cet article qu'on
trouve, en utilisant certaines identités vectorielles, non
seulement des démonstrations simples et élégantes de
théorèmes connus, mais que ces identités, lorsqu'on interprète
différemment les vecteurs qu'elles contiennent, conduisent
facilement encore à des théorèmes nouveaux.

Dans un second article nous traiterons de la même
manière certaines identités grassmanniennes.

1. — 11 suffira de se rappeler :

a) qu'un vecteur (OR) s X, le

centre de la sphère étant O,
détermine sur la surface sphé-
rique un point et qu'un
multiple positif de ce vecteur-unité
détermine le même point.

b) qu'une droite sphérique
ou grand cercle, parcouru dans
le sens indiqué par la flèche,
est déterminé par le vecteur
(OL) l normal à son plan et

que tout multiple positif de ce fiùq *

vecteur-unité détermine la
même droite, parcourue dans le même sens.

c) que le vecteur de la droite passant par les points X et tï
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98 M.-FR. DAN1ËLS

est le produit vectoriel ou externe vecteur dont la
grandeur est sin«, lorsque a est la distance sphérique
minima des points en question.

d) que le vecteur du point d'intersection des droites f et

t est de même Y'tl, la grandeur de ce vecteur étant sin a
lorsque a est l'angle des deux droites.

e) que le vecteur at—-aappartient à un point P situé
sur la droite déterminée par t et et tel que sin (PR) :

sin(PR1)=:(RR1P) ai:a.
f) que le vecteur ßt— ß1ll appartient à une droite p passant

par l'intersection des droites 1(1) et f.t} et telle que
sin (pl) : sin (pl,) (lliP) ßt : ß.

g) que trois points sont collinéaires et que trois droites
sont concourantes lorsque les trois vecteurs correspondants
multipliés par certains facteurs donnent une somme nulle.

A,) .qu'une droite de vecteur { ne passe par un point de
vecteur % que lorsque le produit scalaire ou interne de leurs
vecteurs est nul.

i) que la droite dont le vecteur est \tl passe par le point t
tout en étant normale à la droite dont le vecteur est t

1

2. — Considérons maintenant les identités vectorielles :

(M2 - Ma) + (Pat - Pit) + (Pit - Pit! 0 •

{*2x2 — a3x3) + (a8*3 — a.ltl) -P (a^ — a2x2) 0

Si les vecteurs des côtés et ceux des sommets opposés
d'un triangle sphérique sont U et fc, la première nous
apprend que trois transversales angulaires, pour lesquelles le
produit des rapports est un sont concourantes (1, g). Il ressort

de la seconde que trois points appartenant aux trois
côtés, pour lesquels le produit des rapports est un, sont col-
linéaires.

D'après (1, cl) le point d'intersection dans le premier cas
est déterminé par le produit vectoriel

\t iû f o p \ / of o t \ si 11 A, si ii A« shiAqV(M2 - Pat) (Pat — Pit) ou —+ —Ö—
Pl P2 Ps
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lorsque les angles extérieurs du triangle sphérique sont Ai.
Les coordonnées barycentriques du point d'intersection sont

par conséquent sin Ai/ßi.
De même on trouve dans le second cas pour la droite des

trois points le vecteur
sin a. sin a0 sin a?>

Y («gtj — a3t3) (a3t3 — OU "! H

lorsque les ai sont les côtés du triangle sphérique. Les
coordonnées barycentriques de cette droite sont l/af-. Dans le
cas-limite du triangle plan, les sin A* et sin ai peuvent être

remplacés par les côtés ai eux-mêmes.
3. — a) La première médiane, dont le vecteur a la forme

ß.2t2— ß3t3 posse par le milieu du côté opposé X% -f t3> Le

produit interne de ces deux vecteurs étant par conséquent
(1, h) nul, il s'ensuit :

ß2 sin /?2 — ß3 sin /?3 m 0 ou ß2 sin A3 — ß3 sin A2 =r 0

lorsque les ht sont les hauteurs du triangle sphérique. Les
trois médianes

sinA2f2 — sinA3t3 sin A3[3 — sinA^ sinA^— sinA2(2

sont donc concourantes; de même les trois symédianes

h U
sin A2 sin A3

' sin A3 sin Aj ' sin At sinA2

Les premières passent d'après le paragraphe précédent
par le point, dont les coordonnées barycentriques sont
(1, 1, 1); les secondes passent par le point de Lemoine ou
Grsebe (sin2ß1, sin2#2, sin2tf3) qui, dans le cas-limite du

triangle plan, devient (<a\, a\, a\).

b) La droite dont le vecteur X2 — t3 appartient au premier
côté du triangle est par là même normale à ce côté; elle
passe par le milieu de ce côté + X3, vu que le produit
scalaire des deux vecteurs en question est nul (1, h). Le point
d'intersection des normales concourantes

*2 — t3 f3 — ti ti — Xt
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est déterminé (1, d) par le produit externe de deux de ces
vecteurs

V*2*3 + Ytp.ti -h Vtx t2 •

C'est le centre du cercle circonscrit.
4. — Posons maintenant dans notre identité du

paragraphe 2

otj f3 f3 COS ax a2 3 cos cr2 a3 tj -t2 cos tf3

Elle prendra alors la forme1

Y*i Vf2?3 + + VtsVftts 0 (II)
ou encore

Ytj r2t:. + Yt2 t.ti + > tits 0

lorsque pour éviter une accumulation de V, on n'écrit que
le dernier en remplaçant les autres par des virgules. Or,
Yt-2%3 est le premier côté et Vt^, X2X3 d'après (1, i) la normale
abaissée sur cette droite du sommet opposé XA ; l'identité
nous apprend donc que dans un triangle sphérique les trois
hauteurs sont concourantes. L'orthocentre xt étant sur la

première hauteur, nous avons, en écrivant par abréviation
Si et Si, Ci et Ci pour sin#;, sin A;, cos#; et cos A; d'après
(1, h)

(tfjf, H" *2*2 + t2t? #SV*2*8 .Ytgti — ^2V*2% • t2

— x3 s1 s2 C3 — ,r2 6'3 C2 zu: 0

.Tj : a"2 : ^r3 lang Aj : lang A2 : lang A3

5. — En multipliant l'identité du paragraphe précédent sca-
lairement par le vecteur y4, nous obtenons la nouvelle identité

:

.Yf2r3 -f Ytsti.Vtsti + Yï3t4.Vï1ir, 0 (III)

Elle nous apprend d'abord : si clans un quadrangle complet

(XttüXat4) sphérique ou plan non seulement les côtés (XiX2)

et (X^Xj sont perpendiculaires ou conjugués par rapport à

une conique sphérique ou plane, mais encore les côtés (#2f4)

1 On a en efFet. t?,-tlt2 — X2 • t2 t3 — YfjV t21.
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et (*3*1), il en sera de même des cotés (t3tA) et (*,*,), vu que
la disparition des deux premiers produits scalaires entiaîne

celle du dernier.
On peut évidemment écrire notre identité :

Vtih-Vkh + + VIA-VIA 0

et considérer les vecteurs comme appartenant aux quatre
côtés d'un quadrilatère sphérique complet. Dans ce cas les

six produits vectoriels déterminent les sommets (1, cZ), et

l'identité nous apprend : si les distances des sommets Vfif4

et Vjf2C3 et des sommets Vf2f4 et \ish sont des quadrants, ou

bien si ces sommets sont conjugués deux à deux par rapport
à une conique il en est de même pour les sommets Vf3f4 et

VI, t.
6. — Reprenons encore l'identité I et posons-y :

Œl ~ Vt2î.YIt3 Cr3 =*s-vt. 1*2

.«,== V^t.v^ r8.vï, it, ee^.vi, tr3

a3 V*,! Yfc2 t, .VI, tr2 «2 VI, îv

Nous rappelant que
ts.x t2 — t2 x ta

est le produit externe des vecteurs

x et v*2r3

nous voyons sans peine qu'un des trois termes de notre
identité avec un changement de signe devient le produit
externe des vecteurs :

yto to, et VI, hi
ou encore1 de

i; et VI, I, I2I3

L'identité toute entière prend par conséquent la forme :

VI,, I. I, IJ, + VI2, I, I, Lt, + VI3, 1,1, U 0 (IV)

1 Se rappeler que Vt2t3 — sintfqtj et VI2I3 sin A^. On multiplie
donc en réalité par le module du triangle sphérique des c'est-à-dire par
sin A; : sin at.
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L'interprétation géométrique de cette identité est bien
simple. En effet, si les f sont les côtés d'un trilatère sphé-
rique et si J est le vecteur d'une droite quelconque l, on a
successivement pour le premier sommet A,, pour la
normale piabaissée sur la droite Z, pour son intersection P,
avec Z, et pour la normale q,dupoint P, sur le premier côté
du triangle, en appliquant alternativement (1, d) et (1, i)

A, s VU Pt~V(, |2(3 P.sVM, U, (/l Vf, U
Nous obtenons deux droites analogues qiq3 en partant des

deux autres sommets du trilatère. L'identité nous apprend
que les trois droites sphériques sont concourantes. Leur
point commun est l'orthopôle dela droite sphérique \ D'après
1 extension connue donnée au produit externe de deux
vecteurs, l'identité IV peut encore s'interpréter de la manière
suivante :

Si l'on mène par les sommets At- des droites pt, conjuguées
à une droite quelconque l par rapport à une conique

donnée, les points d'intersection étant P,, les droites qt,qui
passant par les P; sont conjuguées aux côtés at du triangle
sphérique passent par un point.

7- On trouve les coordonnées barycentriques de l'or-
thopole correspondant à la droite sphérique U( en formant
(1, d)leproduit externe de

h «2*2 — «3*S et ft «3t3 - ftt,
c'est-à-dire qu'on a d'une manière générale

xit1+ r., -4- t. — + a,r„
ce qui, multiplié successivement par

Vïâr3 Vt, r, \'r, r.

1 M. J. Niîuberg a énoncé ce théorème en 1875 dans la Nouvelle Corres-
pondance mathématique (démonstration par H. van Aubel, N. C. M., t. II
p. 316, et par E. Lemoine, J. M. E., 1884, p. 50). Il a étudié la correspondance

entre Porlhopolaire et l orthopôle dans la N. C. M., 1878, p. 379.
(Voir Mathesis, t. IV, avril 1914. p. 92.)
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donne pour les coordonnées de l'orthopôle

•*1 • OC'2 '• 9Cot

— a2a3ûn + a3a,Û12 +
: a2 a3 û12 + a3 04 ü22 + a, a2 û23

: a2a3Q13 + -f- 04 a2 Ü33

si l'on pose par abréviation pour les coefficients des produits
Cf.r Cf. g

Qik sin ai sin aR cos kik Qki

Il suffira maintenant de se rappeler que A étant
nous avons :

OLx Vf2 t t t2 l t3 — t2 • to Î t k2U2lf3 ~ C°S «lû(fftt) •

La première coordonnée xx de l'orthopôle devient alors la
somme de

a2a3Ûn |A4//|m2h3 — A%(c2u1u2 + c^^u^Qluu) + c2 c3Û2 (nit)]s1s1

*gOLtQJ2 [A iu\u3u1 — A2(c3 u2 u3 + c1if2ii1)Q(uu) + c3c1Q2(^^|]^»^2C3

^1^2^13 ".g "l "2 ^ (^1 Ho "f- C2 î/3 ?/2) O Il II) -f- Cj C2 O2 I II II )] .<>3 Cg

8. — Lorsqu'on passe au cas-limite du plan, les termes
qui contiennent la quatrième puissance de

A EE sin sinA/c sin a£k

deviennent infiniment petits par rapport aux autres. II ne
reste, lorsqu'on pose

lim A lim sin A. sin A^sin«^ sin A. sin A k.aik EÄ et lim cos a. 1

qu'une première partie qui devient à la limite

— S!<7j [(tf2 C3 + a3 C2 112 u3 + (ax -f- C2) u3a1 + _j_ ^2C3)^w2l
OU

A. o1 [at u2 z/3 -f- a2 cos A3. u3 it1 -j- a3 cos A2. u1 ?/2]

et d'une seconde partie du même ordre

QNhC3|l - <) + Wi«» - C2) + ClC3(ciC2 - C3)] EE

Q(uii) (c'i c2 — c3)(Cj c3 — C2) — Q(uu) sm2a1 sin a2 sin a?> cos A2 cos A
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qui devient à la limite a\a%az cos A2 cos A9.Q(uu). Si enfin
nous introduisons au lieu des coordonnées ui de la droite
ses distances pi aux sommets du triangle en posant1
AUi=V/£l(uu).pi nous obtenons comme première
coordonnée barycentrique de forthopôle

ai K a2 C2 C3 + aiP2 Ps + a3C2PlP2 + a3CStPlPS] •

Les deux autres s'en déduisent par permutation cyclique
des indices.

9. — Lorsqu'il s'agit inversement de trouver la droite
sphérique son orthopôle t0 étant donné, il suffira
d'exprimer que tQ est situé sur les droites ce qui fournit les
équations

toM, t, tr, [MJt.*! + [htotjt.t 0

» L lt2 [ltQt2] l t2 -+ [t2t0t2]l.t 0

t0^t3 t, [fe0t]Lt3 + [bt0t3]f.t ~ 0

du second degré par rapport aux ut. Lorsqu'une droite iu
satis (ait à deux de ces équations, elle suffira à cause de
l'identité (IV) également à la troisième. Il y a donc sur la
sphère quatre orthopolaires correspondant au point x0 comme
orthopôle; ce sont les tangentes communes aux courbes de
seconde classe.

Il est facile de trouver les six foyers des trois coniques
sphériques2. En effet, f.f ee Q(uu) 0 étant l'équation de la
courbe absolue, le premier terme dans chacune de ces équations

égalé à zéro, donne l'équation de deux foyers, de sorte
que les six foyers en question sont :

ti > VrJ, ; t'2 \t0t2 ; tr3 Vt0t3

Trois de ces foyers coïncident avec les sommets; les trois
autres sont situés sur les côtés du triangle à des distances
tt/2 du point t0. Lorsqu'on passe au plan, les trois derniers

1 Soit: sin A + sinA2.w2f2 + sinA,.^ m uj — En
multipliant par nous aurons sin A1 sin h1 a1 — i/4 sinou A.w,
Vüfz^wjsin^ et Ä. ut Vü (uu) .p±.

2 « Essai de géométrie sphérique », p. 250-251.
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foyers s'éloignent à l'infini; clans le plan les coniques sont

par conséquent des paraboles ayant leurs foyers aux sommets

du triangle et leurs axes parallèles aux côtés opposés.
10. — Si dans l'identité IV on prend, au lieu des quatre

droites, quatre points, c'est-à-dire au lieu du trilatère U et
de la droite f, le triangle Xi et le point X, on obtient

Y tx, t, t, tits + yt2, tt, tsti 4- V*3, t, t, txt2 0

identité qui exprime simplement le théorème réciproque;
nous n'en parlons pas.

11. — Nous arrivons à un autre théorème qu'on pourrait
appeler le théorème semi-réciproque, en gardant dans notre
identité les côtés du trilatère £•, mais en remplaçant la droite
quelconque { par un point quelconque X. Dans sa nouvelle
forme :

yh, t, 44 + Vf2, t,-1, 4h + V4, t, t, 44 o (Y)

l'identité nous apprend : Lorsque par un point quelconque
P(t) d'un triangle sphérique ou plan Ai on fait passer des

droites cp normales ou conjuguées aux droites pi AiP, leurs
points d'intersection Qi avec les côtés correspondants sont
collinéciires 1.

En effet, on a successivement pour le sommet A4, pour la
droite pA, pour la normale qi et pour son point d'intersection

Q4 avec le premier côté du triangle

Aj Y44 Pl \t, 44
ch Yt,t, 44 Qi Y4 ,.t, t, 44 >

L'identité V nous montre que le point Q4 et les deux autres
Qs et Q3 qu'on obtient en partant des sommets A2 et A3 sont
bien collinéaires. q. e. d.

1 Yoir encore ma « Noie sur la géométrie du triangle et du tétraèdre »

dans 1 'Ens. Math., 1917, pp. 273-275, à propos de laquelle M. A. Kiefer
m-a fait remarquer que pour le cas spécial où P est le centre du cercle
inscrit, le théorème se trouve chez Steiner parmi les « Vermischte Sätze und
Aufgaben » (Ges. Werke, Bd. 2, S. 673) et chez A. Kiefer, « Ueber eine
Dreiecksaufgabe und bezügliche Sätze » (Archiv der Mathematik und Physik,
III, Reihe XII, Heft 1, S. 30).
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12. — S, les coordonnées xt du point t sont données, il
est facile d'exprimer les coordonnées de la droite
correspondante en fonction des xt. Nous devons en effet chercher
la droite sphérique qui relie les points

Qi «2*2 — «3*3 ; Q2 a3t3 — a,r,

lorsque les coefficients sont déterminés par les équations :

«, Vr2t,vr t3 ; a2 — Vt3t .V; «3 r,
Nous trouvons son vecteur en formant le produit vectoriel

ou externe. Ceci nous permet de conclure (2), que les
coordonnées lit de la droite cherchée satisfont à

: u2 : u3 rn a2 a?> : a3 al : x1 x2

Quant aux coefficients aL, on voit donc sans peine que

Ar2r.Vr r3 r r2 r.r3 — coso^.t wfr2)<o(a3) — cos«iM(m)

pourvu que w(,rj) et w(.r3) soient les demi-dérivées partielles
par rapport à .r, et x3dela forme quadratique

t t 01 (xx)— + a2 -f a2 + 2cos </,.r2-r3 + 2eos + 2cos «„a, a2

(a-, + a2 + a3)2 — î.r2a3 sin2 -|i — Px — 4asa3 sin2-— —

13. — Dans le cas-limite du plan la valeur trouvée pour a,

(/œ - 2.r, sin2 ^— 2.rs sin2|l^ — 2.r2 sin2|î — 2.r, sin2|-2j

^ 2sin2 —^ ^ — 4a2.r3 sin2 — 4a3.Tj sin2-y — " '

devient

— all+ V2« — «I + o't) + + «2 — n2) + 2a2a3«2

etc. Nous pouvons cependant donner aux donc aux m de
la droite, une forme plus simple. Nous avons en effet:

a, Vr,r Vr r3 — sinPA2 sin PA3.cos <J>,

si nous appelons «h, l'angle formé parles droites PA2 et PA3.
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De celte manière nous trouvons pour le cas de la sphère

sinPAj sinPA2 sinPA3
U! • ll2 • U?>

COS^J
'

COS4>2
'

COS $3

et dans le cas d'un triangle plan

PA. PA2 PA,
u, : v9 : u0 — ±- : : -77 •

1 2 0 cos <t>j cos <P2 cos (JP3

14. — Reprenons l'identité (V) et multiplions-la scalaire-
ment par le vecteur quelconque f4. Dans sa nouvelle forme1

Vt, f2f3.Vt, + Vt. Isli-Vir, f2f4 +.Vï, ff.Vt, f3f4 0 (VI)

l'identité nous fournit une démonstration très simple du

théorème, généralisé pour la sphère, de Bodenmiller 2 :

Le lieu géométrique du point P tel que les droites sphé-

riques qui le relient à deux points donnés de la surface sphé-
rique sont normales ou conjuguées est une conique; les trois
coniques qui correspondent aux trois couples de sommets
d'un quadrilatère appartiennent ci un même faisceciu.

En effet, lorsque les côtés du quadrilatère sont U (i 1,

2, 3, 4), nous aurons en Vf2f3 et V(,f4 deux sommets opposés.
Les droites qui le relient au point X sont Vt, £>£3 et Vt, ftf4,
et ces droites sont normales (ou conjuguées) lorsque X satisfait

à l'équation de la conique

Vt. f2f3.Vr, fxf4 0

Nous obtenons d'autres coniques en partant des deux
autres couples de sommets opposés; l'identité nous montre
que les points communs aux deux premières satisfont également

à la troisième, ou bien que les trois coniques
appartiennent à un même faisceau.

1 II est en effet

L.Vf,, t. t. f2f;î Vf, t. f2f3 .Vf.'f, - Vt, f2tg.Vt,
2 C. Gudermann. Grundviss der analytischen Sphärik, 1830, S. 138.
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II

15. — Les identités étudiées dans le chapitre précédent
sont toutes des conséquences de l'identité (I). Nous arrivons
maintenant a une relation identique entre six vecteurs qui
ne peut pas êtie ramenée à la même source. Supposons eneffet que nous ayons quatre-vecteurs quelconques *s, *3.Le vecteur composé

l*i*af»l «o — [ts*3*0]*i + [*3*0*i]*9 — [*o*i*2l*3

est nul, vu que ses projections sur les trois vecteurs non-
coplanaires

v*2*3 - v*3 t, Vf, c2

sont nulles. Dès lors sa projection sur tout autre vecteur
V*4tfs disparaît également, et nous aurons l'identité :

[WJIWJ -
+ fetot,][r2f4f5] — [tbt,t2][r3r4f5] o (vil)

qui constitue une relation entre les «sinus» de huit parmiles «angles trièdres » qu'on obtient en reliant dix points de
la surface sphérique au centre. Lorsqu'on remplace chacun
des pioduits pseudoscalaires par Iç déterminant correspondant,

on retrouve l'identité bien connue entre huit déterminants
de Cayley.

16. Dans le cas spécial où deux des six points en question,
x0 el ts par exemple, coïncident, l'identité devient

[*o*i*J[*o*2*3] + [roLLÏÏLLti] + [*o*3*4][*o*it2] s 0 (VIII)
Elle établit .une relation entre les sinus de six parmi les

angles trièdres formés, lorsque les sommets d'un pentagone
sphérique sont reliés au centre de la sphère. Or, un produit
pseudoscalaire comme DM,*,] étant égal à sin«,!,.*, ou
sin«, sin A, devient dans le cas-limite du plan proportionnel
à l'aire du triangle plan correspondant. L'identité (VIII) nousfournit alors la relation bien connue entre les triangles d'un
pentagone plan de Möbius \

1 A. F. Möbius. Gesammelte Werke, Bd. I, S. 202.
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17. — Nous allons voir maintenant que notre dernière

identité admet une interprétation toute différente. En effet,

soient Xi, X2, Xs les sommets, Jâ, U les côtés du triangle
de référence sphérique et

Bit, + B2tr2 + B3t3 EE 3 sinA^h + sin A2b2l2 + smA3b3l3 ft

sinAjî/jtj -}- sinA2w2t2 + sinA3?/3f3 EE { or1x1 + + or3ta X

si nous posons comme toujours le produit pseudoscalaire
CfJJsl A, la multiplication interne des vecteurs superposés

nous permet d'écrire:

($ t)n ux + B2m2 + B3u3)n (ft.fi* An(b1x1 + b2x2 -f b3oc3)n

de sorte que l'équation d'une courbe sphérique de classe ou

d'ordre zz, avec la convention btbjbk ôij,*..., etc., peut
s'écrire

O.I),l 0 (ft.t)" 0.

La droite sphérique qui relie les points %' et %'' coupera
la conique sphérique 0 en un point X + Ix" pourvu
que a satisfasse à

(ft.t'-j- )V')2 (ft-t')2 + 2X(ft.tr')(ftYj + X2(ft.t")2 0

Les points x' et x" sont conjugués par rapport à la conique
lorsque

(ft.rt(ft.tv) 0 •

18. — Revenons maintenant à l'identité (VIII), que nous
écrivons

[KiüEftt« + MUWsfJ + [ftfabmy 0

Dans cette forme elle nous donne le théorème connu : Si
dans un quadrilatère complet de sommets Vf,f4, Vf2f3, etc.,
deux couples de sommets opposés sont conjugués par
rapport à une conique sphérique ou plane (ß.t)2 0, il en est
de même pour le troisième. Il est évident qu'on obtient le
théorème réciproque, lorsqu'on remplace les t,, t2, f3. (4, ß

par t,. tü. t$. XA et
19. — On peut arriver à ce résultat, qui d'ailleurs a déjà

été obtenu au paragraphe 5, d'une autre manière encore. En
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effet, si ti, t2, ts sont les points diagonaux d'un quadrilatère
complet, les sommets seront

x£r2 ±. Ms ± \tt ±\t2
et, si ß est toujours le vecteur symbolique du paragraphe 17,
l'identité

ß-(M* + Ms) MM Ms) + MMs 4" MJ MMs Ml)
+ b.(\*i + Ms) MMi — \t2) o

nous apprend que les sommets Mi zb À2%2 sont conjugués
par rapport à certaine conique, lorsque les points Ms ± Ma
et les points Ms ± Mi le sont.

20. — Remarquons encore en passant que les équations
• (VM)2 0 et (V®r)2 0

aussi ont une signification géométrique bien simple, lorsque
ß et ^ sont les vecteurs symboliques du paragraphe 17. E11

effet nous trouvons

(W^tvfs^j; + s2b2i2 + .)(s1 m + s2 u2i2 + ...)]2
KSlSll(h2»s - Ma)*i + (V'i - K "3) ta + (Ma - Mi )t3]2

ou encore, si nous remplaçons Xi-Xk, c'est-à-dire <*ik par
pour la première équation

»h (Ms — Ma)2 + • • • + M (Ms * " MaHMx — Ms) +
— [(Oj (b2 11 b?> u2) -j- 0)2 (/>3 (Oj — bx (O3) -f- w3(b1 oj2 — ^2coi)]2 — 0 •

Cette équation est celle du lieu géométrique des cordes
de longueur^ dans la conique sphérique (ß.t)2~0. De

même on trouve

(V&t)* [Ü1(B2a?3 — B3X2) + 02(B3^ - Bjocz) + Ü3(Bxx2 - B^)]2 0

comme équation du lieu géométrique des points où les
tangentes menées à la courbe sphérique (^.fj2 0 sont
normales3. - _

21. — L'identité (VIII) entre cinq vecteurs conduit à un
autre théorème connu sur les quadrangles complets, lors-

1 Géométrie sphérique en coordonnées projectiles, p. 217.
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i

qu'on y remplace t0 par Vftf. En tenant compte de ce que

[wj VM.Vr1ti l>.'VÎ.?1t4

nous trouvons en effet qu'elle prend la forme

[fi.Vt, r,rdfß.A't, r,r3] + [6• VC, r,r4][ß-Vf, r3rj

+ [ß.Yf, r3rJ[ß.Yt, 0

Or, si f est une droite sphérique quelconque, le point
d'intersection de cette droite avec le côté t.:!./; du quadiang'le

complet des Xr{i1, 2, 3, 4), point que nous voulons

appeler Pi*, sera Vf, titt- L'identité nous.apprend la propriété

connue de l'involution des six points

P,4 P23 ; P24 > P31 ; PM ' P12

I

pourvu que ft soif toujours le vecteur symbolique du

paragraphe 17 correspondant a certaine conique.

III

22. — Nous arrivons maintenant à une identité nouvelle,

qui admet plusieurs interprétations et qui, peut-être plus

que les précédentes, montre tout le profit qu'on peut tirer
de ces relations vectorielles, non seulement pour démontrer
facilement et pour relièr entre eux des théorèmes assez

différents connus, mais encore pour en trouver des nouveaux.
C'est l'identité

[V(W'Vßr Ycc'] + [Vßc'Yc«'Ya6'] + [Vcö'Yac'Yßa'l : o (IX)

La démonstration en est simple, quand on remarque que
le second et le troisième terme se déduisent du premier par
permutation circulaire positive des vecteurs <t, ft, C et par
permutation circulaire négative des vecteurs a', ft', Nous
obtenons ainsi en développant les trois produits
pseudoscalaires

[mV] [»'*] —[«ta] IMVJ

[ftcTJO'c«] — [c'ßa] [ca'ß'j

[cßVHc'rtß] — [ß'tfi] [ttc'ft']

dont la somme est identiquement nulle.
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23. — Applications. — 1. Si les vecteurs a, 3.
déterminent les sommets At d'un premier, a'. ß', (' les sommets B;
d un second triangle sphérique ou plan, les produits vectoriels

du premier et du second terme désignent les trois droites
A,-Bj resp. Af-Bi+i, etc. L'identité tout entière nous apprend
que les triangles sont triplement perspectifs, lorsqu'ils sont
doublement perspectifs, autrement dit: lorsque les droites
(A,, B«) et les droites (AiB,+i) sont concourantes, il en est de
même des droites (A;, B,_i), car la disparition des deux
premiers termes de l'identité entraîne celle du dernier.

2. Si les vecteurs rt, ß, déterminent les sommets At- d'un
premier, d', ß\ c'les côtés a\ d'un second triangle sphérique
ou plan, les produits vectoriels du premier terme désignent
les normales abaissées des sommets A* sur les côtés fl(.,<etc.,
et la même identité nous apprend que deux triangles
riques ou plans sont triplement orthologiques lorsqu'ils sont
doublement orthologiques, autrement dit: lorsque les
normales abaissées des sommets Asurles côtés a. et les
normales abaissées des sommets A,- sur les côtés ^ sont
concourantes; il en est de même des normales abaissées des
sommets A, sur les côtés

3. Supposons en troisième lieu que nous ayons deux tri-
angles sphériques ou plans, dont les sommets sont A.,, et
les côtés an a..Supposonsen outre que les vecteurs ö. ß,
déterminent les sommets du premier, d'ß'c' les « milieux
extérieurs »1 du second triangle. Dans ce cas les produits
externes du premier terme de notre identité sont trois droites
par les A; et « parallèles » aux a'., de même ceux du second
terme désignent trois droites passant par les A, et «parallèles»

aux a'.+l, ceux du troisième terme enfin correspondent
aux droites qui, passant par les A; sont « parallèles » aux

On dit que deux triangles sont simplement métaparallèles,
lorsque les trois premières droites sont concourantes,
doublement lorsque les trois droites suivantes sont également

1 Nous entendons par «milieu extérieur» du côté (jr2, fg) du triangle
sphérique le point %2 — qui est à une dislance tt/2 du « milieu intérieur »

*2 + *3 '
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concourantes, triplement enfin lorsque les trois dernières

le sont aussi. Or, notre identité nous apprend : lorsque deux

triangles sphériques ou plans sont doublement métaparalleles

9 ils sont aussi triplement metaparalleles 1.

4. Une application toute différente de notre identité nous

est fournie par la théorie des coniques. Soient

a c' b c b' '<*)

to < < t, t'.3 W

les vecteurs des côtés et des sommets d un hexagone inscrit
dans une conique sphérique ou plane. Dans ce cas les points
d'intersection

v<w' W »

sont collinéaires d'après le théorème de Pascal, et notre
identité (IX) nous donne

[Yftc' \a' v**'] + [Ver v<tc' vbä'J o

Or, si nous remarquons 1° que chaque terme de cette équation

contient les six vecteurs une seule fois, 2° que ß, C\ etc.,

sont, abstraction faite de certains coefficients scalaires,

3° que par conséquent les six produits vectoriels qui se

trouvent dans la dernière équation peuvent être remplacés

par

— — Kht'Jt:2 — [<<t3]t3

nous voyons sans peine que la dernière équation donne pour
la sphère comme pour le plan le théorème de Pappus, d'après
lequel pour six points Xi et d'une conique

<][<«] [fi<<][<f2<][ir;<i:3][iTiir2ir3] •

Il est évident que nous obtenons un autre hexagone ins-

1 Pour deux triangles plans voir J. Neuberg, Mathesis, 1883, p. 216, 1886,

p. 134, 1914, p. 92.

L'Enseignement mathém., 20° année ; 1918. 8
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crit dans la même conique en soumettant les t], t3 seuls
à une permutation circulaire; dans ce cas nous trouvons :

Là division des deux dernières équations conduit pour six
points d'une cônique sphérique à la relation

Wfytsi fe <t3] [t^x] [taxa [<*2 *;][«<]
[f;r3fi] [r2<][r2r3<] ~~ fe«] [<r3<][«rj

qui n'est autre chose que le théorème bien connu de Carnot.
Nous interrompons ici les applications de l'identité pour y

revenir au paragraphe 30.

IV

24. — Les identités entre six vecteurs des paragraphes
précédents ne sont pas les seules possibles. Il y en a d'autres ;

ainsi on démontre sans peine que

[tfft'cJP^ft + P-1 C .^2 C "h P-2 # & ~b P"3 W

± Uft C ]K*'+ K*' Xc'+ H->'

est identiquement nul, pourvu que l'expression scalaire

• VW+ P1P2K*

ne change pas en valeur absolue, lorsque les a, ft, C sont
remplacés par les fl'ftV et inversement.

25. — On satisfait déjà à la condition imposée aux A. et p..
en prenant

\ en' ^2 (t.ft- \ ft.c'

Hl — ftd' — C.ft' --ft, — # c'

et c'est ainsi qu'on arrive à l'identité

LVftV][V^, ftc Yft', C(t \c\ aft] + [afte][Va, ftV Vft, CV vc, <*T] o (X)

Applications. — 1. Supposons que les Sommets et les côtés
de deux triangles sphériques ayent les vecteurs

A. rt;ft;c X ~ VftV ; VcV V V<t'ft'

ai Vftc ; Vc<t ; Vaft « • a' ; ft' ; c' •
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Dans ce cas, les droites qui relient les sommets
correspondants (A., A?j et les points d'intersection des côtés

correspondants (a., cQ seront

(Ai, Aj) V#, B'c' V*\ Bc

etc., et l'identité (IX) nous apprend :

Lorsque les droites (A., A!) sont concourantes, points
d'intersection (a., a!) sont collinéaires et inversement. C'est là
Ze théorème bien connu de Desargues.

2. Lorsque par contre les sommets et les côtés de deux

triangles sphériques A. et A^. sont

A; ft : ft ; C A s <x' ; B' ; c'

a,. VBc ; Vca ; V(tB VBV ; VcV ; V*'B'

la même identité nous fournit un théorème de Steiner1 :

Lorsque les normales abaissées des A. sur les a! sont con-
courantes, il en est de même des normales abaissées des A!

sur les a.2.
i

On le voit sans peine en remarquant que V#, B'C, etc.,
sont dans ce cas les normales abaissées des sommets Ai du

premier triangle sur les côtés a. du second. Leur produit
pseudo-scalaire est nul lorsque ces trois normales sont
concourantes.

3. En troisième lieu considérons ensemble les identités :

[aBc][Va, BV VB, cV Vc, <t'B'] + |yBV][V<t', Be VB', c<* VC, <tB] o

[aBc][Va, cT VB, BV Vc, <t'c'] + [<CcT][V<t', CB W, B<t VC, etc] o

La seconde s'obtient de la première, lorsqu'on y change
B' et C en C et B'. Or, la disparition des premiers termes
dans les deux identités entraîne celle des seconds termes,
ce qui, en supposant que les B, C sont les sommets d'un
premier et (C, B\ C ceux d'un second triangle sphérique
signifie :

1 Gesammelte Werke, Bd. I, S. 155-162.
2 Voir par. 23, 2.
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Lorsque sont concourantes les normales abaissées de Ai,
A,, A3 sur les côtés a[, ci\, o'z et sur les côtés ci\, ci's. a1, il
en est de même des normales abaissées de Ai, Ai, Ai sur les
côtés ax, <?2, ciz et at, a3, a2, en d'autres mots :

Lorsque les deux triangles sphériques A. et Aj sont di-
ortliologiques en Ax, ils le sont encore en A[ï

V

26. Nous pouvons encore dans l'expression fondamentale

[<tW][M -f ftc...] ± [<tfic][x;fi' + fj/c' ...]

remplacer les vecteurs arbitraires et, <t\ 0, par les vecteurs
également arbitraires V0C, V0V, Vc<t, et ensuite, poursatisfaire à la condition imposée aux i., prendre

\ <t'. fi X2 — fi' c \ c'. a

C p.2 =r fi' # tj.;{ — c'. fi

Dans ce cas nous avons évidemment

+ ^Vafi Va. a\ fie

etc., de sorte que nous arrivons à l'identité

[a'fi'c']2[Va ,d', fie VfiJ'.cd V(,c',ë]
[afic]2[Va', a, fiv Vfi', fi, c'a' Yc'. c a'fi'] '0 • (xi)

27. Nous allons faire de cette identité deux applications.
1. D aboi d elle nous servira à démontrer un théorème de

M. R. Bricard1 :

Soient A. et A', deux triangles sphériques.
Lorsque les points d'intersection Q. cles droites (A., A!) ee p.

avec les côtes a. du premier triangle sont collinéciiresi les
droites de jonction q. des points (a., a!) P. avec les sommets
A. du second triangle sont concourantes et inversement.

1 Nouvelles Annales de Mathématiques, 1906, p. 96.
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- En effet, si les vecteurs des sommets-et côtés des deux

triang-les sont:

At Vbc -, Yftt : Y aß aJ a' ; 0' : c'

at a ; ft ; c «• YftV ; Vc'a' ; Va'ft'

nous trouvons pour les vecteurs de la droite /q, du point
du point P1 et de la droite q1

Pl Xa',bc Pj ^ Va. ft'c'

Qj Va a', ftc ^ Va', a, ft'c'

Lorsque les points Q. sont collinéaires, le premier terme
de notre identité s'annule; le second terme disparaissant
alors également, les droites q. sont concourantes et inversement.

q. e. d.
2. On peut tirer de notre identité encore la généralisation

pour la sphère d'un théorème dû à M. Constantinescu1
Soient A. et A^. deux triangles sphériques. Lorsque les

normales abaissées des A. sur les côtés a! du second
triangle coupent les côtés ai du premier triangle en trois points
collinéaires Q., les normales q! abaissées des A! sur les a.

coupent les côtés a! du second triangle également en trois
points collinéaires Q!.

En effet, lorsque les côtés et les sommets des deux triangles
sphériques sont

A. vftc ; Vca ; Vaft A^. VftV ; Vc'a' ; Va'ft'

a.. a ; ft ; c a' ; ft' ; c'

nous aurons successivement pour les normales qi et q[ et
pour leurs intersections Qd et Q2 avec les côtés a{ et a[

q1 Va', ftc q[ Va, ftV

Qi Va. a', ftc Q[ Va', a, ft'c'

Lorsque les points Q. sont collinéaires, le premier terme
de l'identité s'annule, ce qui entraîne la disparition du se-

1 Mathesis, 1913, p. 69.
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cond. Il s ensuit que dans ce cas les ÇK aussi sont colli-
néaires. q. e. d.

VI

28. — Si l'on pose dans l'expression fondamentale du par.
24 pour satisfaire à la condition imposée aux 1., p..

\ [ta'x] \ [<*$'*] ^ [ht'x]

^ [a'hx] [j-2 ~ [G'cr] [j-3 — [c'a*]

on trouve évidemment

\h + Vit — YVflc Vra'

etc., mais si comme au par. 26 on remplace les vecteurs
arbitraires <t, par V0C, V0'c\ cette dernière expression

devient, abstraction faite d'un facteur scalaire, facile à

déterminer
Y# %, h't'

de sorte qu on aboutit à l'identité entre sept vecteurs
quelconques :

[<rffc][Va X ; Vt' va. X, cV Vc, X, <tT]
— IWe'][V<t', x, ht W, x, cet Vc', *, afl] ee 0

'XI1'

Cette identité nous servira d'abord à démontrer pour la
sphère un théorème de Möbius 1 :

Soient A{ et A! deux triangles sphériques et 1 une droite
sphérique quelconque.

Lorsque les droites p. qui relient les points P. ^ (1 a.) aux
sommets A! du second triangle sont concourantes, il eu est de
même des droites p! qui relient les points PI (1, a!) aux
sommets A. du premier triangle.

Car, si le vecteur de la droite sphérique I est X et si les
vecteurs des sommets A. et A'. sont a, G, C et a\ c' nous
aurons successivement pour les points P., P[. et les droites
Pn Pi :

P, Yx, ht p; Vï ht'
px Y#', x, ht p[~Ya,x, h't'

1 Crelle s Journal, Bd. 3, 1828. — Werke I, S. 444.
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L'identité nous montre que les p. sont concourantes lorsque

les p. le sont. q. e. d.

2. Nous pouvons cependant tirer de notre identité un théorème

tout différent en interprétant le vecteur % non pas comme

correspondant à une droite sphérique, mais comme appartenant

à un point P. Le théorème en question est le suivant :

Par un point quelconque de la surface sphérique P(t) on

mène des normales p4 et p! aux côtés a. et aide deux triangles

sphériques et ensuite par les sommets A[ et A. des droites

sphériques q. et q! normales aux et pj. Lorsque les q. sont

concourantes, il en est de même des qr
En effet on trouve dans ce cas pour les vecteurs des droites

Pi et Qi immédiatement

Pl \t,bc p; Vï,BV

q, =" V<*', t, &C ?; Vft, t, G'*'

Lorsque les qt sont concourantes, le produit pseudo-scalaire

du premier terme de notre identité s'annule; la disparition

du second terme qui en est la conséquence montre

que dans ce cas les q. aussi sont concourantes et inversement.

q. e. d.

3. Dans le cas-limite du plan nous aurons, quel que soit
le point P, la droite px normale à al et qi de nouveau
normale à pi, c'est-à-dire qx parallèle au côté ax du premier
triangle. Le théorème qui, pour le plan, est dû à M. /• Neu-

bergx, peut être formulé :

Etant donnés deux triangles plans et A! et les droites

q. et q! menées par les sommets A! et parallèles aux côtés

aj et a!; lorsque les droites q. sont concourantes, il en est de

même des droites q! 2.

29. -— Nous arrivons à une autre identité entre sept
vecteurs en remplaçant fl, par Vftc, VG:C\ en posant
ensuite

V=[W] *,=.[0*1 \ \Mt'2

Hi .[ott'] p-2 [<&*'] '
p-3 [•«'] •

1 Mathesis, 1882, p. 144, 1883, p. 86, 1914, p. 91.
2 Voir par 23, 3.
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Dans ce cas nous avons

\\ca + ujoß v«, Vra'Vfic

etc., de sorte que nous arrivons à l'identité

[a'6Vf [Vu, Vnt'vjc Vß, VtJ'Vcft Vf, Vfc'Vaß]

+ [<t®c]2[Vrt'. VtitVfiV vß', VrßVf'ft' vc'. Vrevu'6'] o

Nous n'en donnons qu'une seule application. Soit P(*) un
point quelconque de la surface sphérique; soient

Ai«* • B • c a', ß',

"i V'ßc, Vfit, Vflß a. VßV, Vf'tt', Vrt'ß'

les sommets et côtés de deux triangles spliériques. Les
dioites sphériques qui relient le point P aux sommets du
second (premier) triangle, coupent les côtés du premier
(second) triangle en

Q, VVrct'Vßf Q( VVntVß'c'

etc., et 1 identité nous apprend : lorsque les droites (At-, Q*)
sont concourantes, les droites (A), Q() le sont également.

On arrive à un autre théorème en considérant t comme le
vecteur d'une droite.

VII

30. — Nous revenons à l'identité vectorielle du
paragraphe 22 :

O««' VM' Vre'] + [Vßf' Vc«' Vaß'i + [vfß' Vae' Vß«'] o

qui peut nous fournir une démonstration très simple du
théorème suivant :

Soient A,, As, A3 les sommets triangle
P un point quelconque de la surface sphérique, p,, ps, p3 les
normales abaissées de ce point sur les côtés du triangle et
coupant ces côtés dans les neufpoints

' ' i-' '' ''si ' ' ' ''23 ^ P33 ;
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soient qt, q2, q3 les droites qui relient le même point P aux
sommets du triangle et

I11 ' <7l2 - <713 ; <7*1 <722 ' <7*3 ; <731 > <732 ' <733

les neuf normales qui, 7/'oô? sommets, peuvent être abaissées

sur les droites q4, q2, q3.
.77 y a en général sur la sphère trois points P tels que sont

collinéaires les points de chacun des systèmes :

et que sont concourantes lesdroites de chacun des systèmes :

lu ' <722 > <7.33 ; <7l* » <723 > <731 ' <7l3 ' (hl > <732 •

Dans le plan il ny a qu un point qui possède toutes ces
propriétés, c'es* le point de Tarry du triangle N (fig. 2 et 3).

31. — D'ailleu rs ce théorème se trouve comme cas spécial
d'un théorème plus général encore, qui peut s'énoncer de la
manière suivante :

Soient A1A2A3 et A^A^Ag les sommets de deux triangles
sphériques, P un point quelconque de la surface sphérique,
PiPzPs les droites qui relient le point aux sommets du
premier et p'xp'yx les droites qui le relient aux sommets du
second triangle. Les droites /;2, p3 rencontrent les côtés
du second triangle en neuf points

p p • p • p p p12 ' 1 23 » 31 ' 1

13 ' 1
21 ' 32



111 D. HILBERT s

De même les droites p[,/;(,p'% rencontrent les côtés du
premier triangle en neuf points

p» • p>2 • p2.. P22. pi, ; p;,, p'S2, p;3.

Il y a pour tout couple de triangles sphériques ou plans
en général trois points P tels que sont collinéaires les points
de chacun des six systèmes :

P11 ' P22 ' P33 '• P12 • P23 • P31 P13 - P21 P32

P" ' P23 ' P3S '• P12 • P23 • P31 : Pis • P21 P32

Nous revenons sur la démonstration de ces deux
théorèmes dans un article ultérieur.

PENSÉE AXIOMATIQUE1
PAR

David Hilbert (Göttingue).

Dans la vie des sociétés la prospérité des peuples dépend de
celle de tous ses voisins ; les Etats, de même, ont un intérêt
vital à ce que l'ordre non seulement règne à l'intérieur de
chacun d'eux, mais existe aussi dans leurs relations mutuelles.
Il n'en va pas autrement dans la vie des sciences. Preuve en
soit le vif intérêt que les représentants les plus remarquables
de la pensée mathématique ont toujours témoigné à la structure

et aux lois des autres sciences que la leur; ils n'ont cessé
avant tout d'étudier les mathématiques (et pour le plus grand
bien de ces dernières) dans leurs rapports avec les vastes

1 Axiomatisches Denken, conférence faite à la reunion annuelle de la Société mathématique
suisse, tenue h Zurich, le 11 septembre 1917. — Traduction de M. Arnold Reymond.

professeur à l'Université de Neuchâtel.
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