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TRAJECTOIRES D'UN MOBILE - 93

traédre polaire a @, qui définit réellement la méme con-
gruence (T) que le premier.

Il existe une sextuple infinité de tetraedres pol'ures a ®;
et par conséquent une sextuple 1nﬁmte de groupes B; peuvent
atre définis de la sorte.

Il n’y a donc aucune relation entre les points Bj.

SUR LES TRAJECTOIRES D'UN MOBILE
SOUMIS A UNE FORCE CENTRALE ET A UNE
RESISTANCE DE MILIEU

PAR

C. CaiLrLEr (Genéve).

Je ne sais siune propriété mécanique, extrémement simple
de la spirale logarithmique a été signalée jusqu’ici. La voici :

Une force atlractive étant donnee, fonction quelconque de
la distance au centre, il est toujours possible de lui adjoindre
une résistance fonction de la vitesse, de telle mantére que
parmi les différentes trajectoires décrites par le mobile soumsis
aux dewx forces figure une spirale logarithmique.

" Soient m la masse du corps, mR(r) la force attractive, moG (¢)
la résistance; R et G désignent ainsi deux fonctions des va-
riables r et ¢ respectivement, toutes deux positives.

Choisissons pour variables le rayon r et 'angle ¢ que forme
la vitesse ¢ avec le rayon vecteur prolongé, de maniere que

. dr . o . . .
vcosi == - . Ecrivons les équations des aires et des forces
vives. “ "

~ Le moment?, relatif au centre, des deux forces agissantes
est égal a ‘
— mvGrsini ;

1 Le moment est compté positif dans le sens ou tourne le rayon vecteur. .

et R PRI
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on a donc d’abord

d(vr sin l) = — ¢Grsinidt — — G tg irdr ;

’

c’est I'équation des aires.

En second lieu, le travail des deux forces réunies est
égal a |
— mRdr — mv2Gdt |,

ou encore

cos 1

—m (Rdr + vG dr ) -

par suite, débarrassée du facteur m, I'équation des forces

vives sera
p2 vG
d(?) - <R + cosi>dr '

En résumé, les équations cherchées sont

j__r(‘;;;sini):—Gr‘tgi,

1
d /v? R vG ] - 2
dr\ 2 + —  cosi’

clles sont du premier ordre par rapport aux inconnues ¢ et i,
la variable indépendante étant . Une fois intégré le sysléme
(1), le probléme du mouvement peut étre considéré comme
résolu: en effet, 6 étant angle polaire du rayon vecteur,

nous aurons encore
dr

Y Ccos i

dezlgié':, dt — (2)

Ces formules déterminent la trajectoire, et le temps, en
fonction de la variable 7.

Récrivons le systéme (1) sous la forme

dy G .di
l:(a_’; . cosi) - v<1 —+ rcotz(—i}> =0,

dy G
v(d—r—]— .>—}—R_~0,

(3)

Cos1t

et supposons que la trajectoire soit une spirale logarith-
mique. Dans ce cas, i est constant, et (3) devient

dy G dy G L
(&) romo. o(E4 ) e,

Cos1 COSs1
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ou bien
cos i d(vr)
rodr

¢ _rR=0, G=— . (4)

Si l'attraction R est donnée en r, la premiére formule
définit la vitesse le long de la trajectoire spirale, la seconde
détermine en fonction de », ou de ¢, la résistance G capable
de produire le mouvement dont il s’agit. Enfin le temps
sera donné par I'équation (2), qui est devenue

dr

dt:_—_~—_~: .
"~ cosiVyrR

(5)

Par exemple, dans le cas de 'attraction newtonienne, com-
ment faut-il choisir la loi de résistance pour que la spirale
logarithmique soit I'une des trajectoires possibles?

Nous avons ici R = =5 donc

et de la, d’apres la seconde formule (4)

cos I

2k?

3

G— —

14

Et comme, sauf le facteur m, la résistance est égale, a
0G (v), cette force est donc

F—= —

cos I
pt

2k> N

elle varie comme la 4° puissance de la vitesse. \
Nous devons avoir F > 0, ainsi le mouvement n’est pos-
sible que-si cosi < 0; autrement dit, le mobile décrit la spi-
rale en s’approchant de son péle. Le temps de chute est fini,
car on a ,
1
kcosi

Al = +

V—d 1 ‘ — 21*%

ar , t — 3 ’ = —_—

ra +/:coszf \/ldr 3kcost
"

Il importe de remarquer que dans le cas ou la résistance
F = [o* est donnée a priori, la spirale est complétement
connue, a 'orientation prés; on doit avoir

cosi — — 2lk?
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et ainsi, pour la possibilit¢ du mouvement en question, il
faut que les coefficients des deux forces vérifient la condition

1
2 4
k2 < 5 - |

Le calcul précédent se généralise a I'instant. Faisons

-

= ar? |’ = vG(v) = bo? .

D’aprés la premiére équation (4), la force R ne saurait
Jamais étre répulsive, il faut donc, pour la possibilité d'une
solution, que a soit posilif.

On trouve alors tout de suite qu'on doit avoir

: =
9 o 1 . 1 g = — 2
q:[)-ﬁ‘l’ ‘b:~§(p+3)a co§z, ‘v:.Vary . (6)

Mais ¢ doit étre positif pour que la force F croisse avec la
vitesse, par conséquent p ne peut pas étre compris entre 0 et
— 1. Alors, suivant que p est = — 3, la quantité cosi est
§O, et le mobile, quand il sera placé dans les conditlions
initiales voulues, s’approchera du centre attractif ou s'en
ecartera en suivant I'arc de spirale logarithmique. L’angle ¢
que forme cette spirale avec ses rayons vecteurs est déter-
miné par la seconde formule (6); il faut donc, pour qu'il y
ait une solution, que les paramétres a et b des forces R.et F

vérifient encore l’inégalité
1

——
a +p<11 .

} 2b
'l

Ces différentes conditions nécessaires pour la description
de la spirale sont assez limitatives. Quand elles ne sont pas
remplies, le probléme exige I'intégration du systeme (3); il
est facile de voir que dans le cas qui vient d’étre examiné -

~ 2
R == ar? , F — poPt! |

ce systéme peut étre réduit & une seule équation du premier
ordre. ' | -

! En tenant compte des dimensions des quantités a et b, on constate aisément ’homo-
généité de cetle condition. . :

s

o
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