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LE VIRIEL DE FORCES 427

viriels de ces divers couples est nulle quelle que soil le pole
considereé.

Ce théaoréme se démontre au moyen du précédent.

TutoriMe V. — Lorsqu’on imprime des déplacements vur-
tuels quelconques aux points d’applicalion d’un nombre
quelconque de forces lides et a ceux des forces d'un systéme
quelconque de couples liés dans Uespace, le travail virtuel
total effectué par ces forces et ces couples pour ces déplace-
ments virtuels, est égal & la valiation correspondante ou a
la différentielle du viriel total de ces forces et couples liés
relativement a un péle quelconque fize.

En effet, désignons respectivement par @ et V, le travail
virtuel total et le viriel total de ces forces et couples; par
dx, 0y, 0 les projections du déplacement virtuel donné au
point d’application d'une des forces sur trois axes reclangu-
laires Oxyz, par P la valeur algébrique commune des forces
d'un de ces couples et par ¢/, la variation de la projection
(longueur de liaison) de la distance des deux points d’appli-
cation des forces de ce couple sur la direction commune.
Les deux relations (1) et (2) donnent par différentiation
I'équation suivante : |

8V = IX8x 4+ XY8y 4 BZd: + P = G ,

dans laquelle / sera 4+ ou — selon que l'angle » du couple
correspondant a P est aigu ou obtus.

Applications.

1. — Aux figures réciproques planes ou gauches de CRre-
moNa. On sait, d'aprés une propriété statique de ces figures?,
que, si a et b sont les longueurs des deux coOtés homologues
de deux figures polygonales réciproques Cremona (A) et (B),
et si, aux extrémités d'un coté a de la premiére (A), on
applique deux forces égales et directement opposées (couple
(té rectiligne) ayant pour valeur cominune la longueur b et
pour sens celui du polygone fermé dans ia figure (B) corres-

Y Cours de Géométrie de UEcole polytechnique, par M. d’OcacnE, t. II, p. 159.
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pondant a l'une des deux exirémités du coté @, chaque
neeud de la figure (A) sera sollicité par un systéme de forces
en équilibre tel que I'ensemble de toutes les forces appli-
quées aux divers nceuds de cette figure forme un systéme
de couples liés.

D’ou, en écrivant en vertu du théoreme IV, que le viriel
total de ces deux couples est nul, on a la relation suivante :

Z(*ab)=0,

dans laquelle le signe de chacun de ses termes sera celui
des deux forces opposées appliquées aux extrémités de 'un
quelconque des deux cotés @, b figurés dans le terme consi-
déré. '

Application de cette propriété au calcul d'un systeme arti-
culé intérieurement hyperstatique. Considérons un systéme
articulé extérieurement isostalique & lignes surabondantes;
concevons qu’on supprime toutes les barres surabondantes
de ce systéme et qu'on applique aux extrémités A et B d’une
de ces barres supprimées deux forces répulsives égales de
valeur commune F. Désignons par (S) ce systéme articulé
sans lignes surabondantes librement dilatable, par f'la lon-
gueur de la barre AB et par ¢, celle d’une barre quelconque
du systéme (S). Soit T, la tension produite dans la barre ¢,
sous l'action des forces vrépulsives F.

Cela étant, comme on sait que le polygone des forces de
CREMONA correspondant aux forces F et aux tensions Ty est
un polygone réciproque de la partie du systeme articulé (S)
seul influencé par les forces F, on a, en vertu de la propriété
ci-dessus,

Ff— 2T, =0 .

A présent, si 'on fait subir aux longueurs fet ¢ des varia-
tions ou dilatations virtuelles 0/ et d4;, on oblient, par une
différentiation de la relation ci-dessus, la formule suivante :

T3 — BT,51, = 0

qu'on applique fréquemment au calcul du systeme articulé
hyperstatique ci-dessus.
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2. — Démonstration mécanique des théorémes geomelriques
de CArNoT et de Mascueroni. Soit un tétraedre quelconque
SABC (fig. 1); désignons les arétes du triedre S par @, b, ¢

Fig.1

el les arétes qui leur sont respectivement opposées par
a', b', ¢/, et par la notation (¢, ¢’) 'angle formé par les arétes
c et ¢/. Démontrons au moyen du viriel la relation suivante
de CArNoT :

a? 4+ a’? — b2 — b’ — 2¢c’ cos (¢, ¢') =0 .

En effet, il est aisé de voir que celte relation n’est autre
que celle qu’'on obtient en égalant a zéro, d’apres le théo-
reme IV, la somme algébrique des viriels de divers couples
liés formés par I’ensemble du systeme de trois forces con-
courantes en équilibre, appliquées dans la figure aux som-
mets de ce tétraédre et ayant pour sens celui indiqué par des
fleches sur la figure, et pour valeurs et directions les mémes
que celles des arétes désignées par les mémes lettres que
ces forces. A

On vérifie que les trois forces appliquées a chaque sommet
sont en équilibre, en remarquant que les aréles désignées
par les mémes lettres que ces trois forces forment dans la
figure un triangle fermé (considéré comme polygone des
forces) ayant pour sens celui des forces.

Il convient de rappeler que les forces d’un couple lié rec-
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tiligne sont 4+ ou — selon qu'elles se repoussent ou elles
s’attirent,.

A présent, passons a la démonstration de la relation sui-
vante de MASCHERONI

@ — b — 2 d* __ . _ 2b¢ cos (b, ¢) — 2bd cos (b, d)
— 2be cos (b, e) — ... =0,
dans laquelle @, b, ¢, d, e, ... désignent respectivement les
cotés AB, BC, CD, ... (fig. 2) d’un polygone quelconque

ABCD. En effet, appliquons aux sommets de ce polygone
les systemes de forces en équilibre suivants : Au sommet A
le systéme de forces a, b, ¢, d, ... ayant pour polygone
fermé de forces le polygone ABCD. Au sommet B, méme
systeme de forces changé de sens. Quant a chacun des som-
mets G, D, E, ..., nous appliquerons un méme systéeme de
forces formé par l'ensemble de couples de deux forces
égales et direclement opposées ayant mémes directions et
valeurs que celles de tous les cotés de ce polygone, sauf le
coté a.

En remarquant que le systéme de forces appliquées a
chaque sommet est en équilibre et que leur ensemble forme
un systeme de couples liés, il suffit d’écrire, en vertu du
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théoréme IV, que la somme algébrique des viriels de ce
couple est nulle, pour avoir la relation ci-dessus.

Remarque. Un angle qfielconque, par exemple tel que
(b, d), figurant dans la relation ci-dessus, est I'angle formé
par le coté d avec le prolongement de b.

3. — Détermination directe du travail virtuel total des
forces extérieures et intérieures dans un systeme de points
matériels.

Considérons un sysléme quelconque de points matériels
A, B,C, ... M, N, ... (fig. 3) assujettis a des liaisons sans
frottement et dont chacun est en équilibre sous l'action des
forces extérieures et intérieures qui les sollicitent.

Fig.3

Désignons par F la valeur de la force extérieure appliquée
a un point quelconque A de ce systéeme et par S la valeur
commune des deux forces intérieures (actions mutuelles)
égales et directement opposées qui se développent par deux
points quelconques M et N de ce systéme (S sera considéré
4+ ou — selon qu’il s’agit des forces répulsives ou attrac-
tives) et par s la valeur absolue de la distance MN entre ces
deux points.

Faisons subir aux points de ce systeme des déplacements
virtuels quelconques. Soient AA’, MM', NN’ les déplace-
ments imprimés aux points A, M, N. Supposons que toutes
les forces I' et S se soient déplacées en méme temps que
leurs points d’applications aux nouveaux points A, M’', N'.

Enfin, appliquons a tous les points primitifs A, M, N, les
forces primitives I et S changées de sens.
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Il en résulte que 'ensemble de toutes les forces ainsi
obtenues (— I en A), (F en A’), (— S en M et N) et (Sen M’
et N') forment les trois systémes de couples liés suivants :
F(A, A'), —S(M, N) et + S(M/, N'). Le premier de ces
couples a pour viriel :

+ F.AA cosw = Xdx ++ Ydy 4 Z3z

’

et les deux autres couples ont aussi pour viriels
— Ss et + S(s + 8s) .

En totalisant ces viriels et en égalant a zéro leur somme,
on aura :

T=3X3x + XY3y 4 SZdz + NSds = 0 . (3)

4. — Etablissement de Uexpression ayant pour différen-
tielle totale celle du travail virtuel. Considérons le méme
systeme ci-dessus de points matériels. Comme toutes les
forces concourantes extérieures et intérieures appliquées a
chacun de ces points sont en équilibre, leur viriel total est
nul, en vertu de la remarque du corollaire 1, d’ott I'expres-
sion suivante cherchée du viriel :

V=2XXxr 4+ XYy + XZz + XSs =0

ayant pour différentielle totale I'équation (3) du travail vir-
tuel.
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