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LE VIRIEL DE FORCES 421

6bis, — La premieére partie de notre travail, dont nous
venons d’achever l'exposé, avait pour but d’établir la
condilion nécessaire et suffisante pour que deux formes
algébriques binaires, aux indélerminées x, ¥, admettent,
conformément a la définition posée au n°®1, quelque racine -
commune : dans la deuxiéme partie, qui suivra prochaine-
ment, nous établirons, en nous appuyant sur ce résultat
fondamental, les conditions nécessaires et suffisantes pour
que, 7 équations algébriques entiéres, a I'inconnue . étant
données, il existe quelque valeur de cetle inconnue les
vérifiant toutes.

NOUVEAUX THEOREMES SUR LE VIRIEL DE FORCES
ET LEURS APPLICATIONS GEOMETRIQUES
ET MECANIQUES

PAR

Farid Bourap (au Caire).

Crausius a appelé viriel de forces, I'expression suivante :
V =Xz + Yy + Zz dans laquelle X, Y, Z désignent les
projections d’une force AP liée® a un point A sur trois axes
Oxyz rectangulaires en un point O dit pdle, et x, y, z les
coordonnées du point d’application de cette force par rap-
port a ces axes.

D’aprés cette expression, le viriel d'une force liée AP rela-
tivement & un pdle O, n’est wutre que le travail effectué par
cette force agissant toujours parallelement a elle-méme, si
son point d'origine était déplacé du pole O au point d’appli-
cation A de celte force.

Cette méme expression a été utilisée d’abord par Crausius

1 M. AppPELL a donné le nom d’une force liée a un point, & une force AP appliquée a un
point A déterminé de l'espace. Nous adopterons cette dénomination dans tout ce qui suit.

L’Enseignement mathém., 20¢ année; 1919. 28
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et Yvon Virtarceauv dans leurs théorémes sur la force vive
d’un sysléme malériel, et ensuite introduite sous une aulre
forme par M. I. Lucas, dans la théorie du mouvement vibra-
toire d'un sysiéme élastique,

A mnolre connaissance, on n'a encore étendu la nolion du
viriel ni a 'étude des condilions d’équilibre des forces, ni a
celle du travail virtuel du systéme maltériel.

Mais des recherches sur celte (question, qui nous a tout
particuliérement inléressé, nous ont conduit a de nouveaux
théorémes sur le viriel, dans le genre de ceux qui ont trait
aux moments des forces par rapport 4 un point. Nous avons
cru utile de les exposer dans celle note avec des applications
géomélriques ! et mécaniques qui montreront que la notion
du viriel jouit de propriétés remarquables.

Ces propriétés résultent d’ailleurs des points suivanls :
Le viriel d’'un couple lié a une valeur conslante quelle que
soit la position du pole correspondant. Le travail virtuel
effectué par un systéme quelconque de forces et de couples
liés pour des déplacements virtuels quelconques imprimés
a leurs points d’application, est égal a la variation corres-
pondante ou a la différentielle de ce systeme par rapport a
un pole quelconque. En outre, le travail virtuel d’un systeme
quelconque de forces (F) appliquées a un point A pour un
déplacement virtuel quelconque AA’ donné a ce point, se
rameéne également au viriel du systeme de couples liés formé
par I'ensemble des deux systémes suivants de forces: Du
systeme de forces (F) déplacé en A’, paralléelement a lui-
meme et de celui qu'on obtient en changeant le sens de
toutes les forces primitives (F) appliquées en A. Enfin voici,
en résumé, les principaux résullats des susdites applica-
tions :

1° Une nouvelle propriété métrique des polygones réci-
proques quelconques de CrEMONA qui s’énonce comme suit :
Dans deux polygones réciproques, la somme algébrique des
produits qu'on obtient en multipliant chaque coté de Uune de

! Qu’il nous soit permis de remercier ici M. d’'Ocacne d’avoir bien voulu nous donner des
renseignements sur les applications géométriques exposées dans cette note. Nous devons
a son obligeance ’étude de ces applications.
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ces deux figures par son homologue dans Uautre figure, est
égale a zéro.

Le signe des termes de cette somme sera défini plus loin
dans la démonstration de cette propriété. Nous montrerons
également que cette propriété générale offre l'utilité de
s'appliquer, par une simple différentiation, au calcul des
tensions dans les barres d'un systéme articulé statiquement
indéterminé. En particulier, si les deux polygones ci-dessus
sont deux quadrilatéres réciproques, on a le théoreme
suivant : La somme des produils, en valeur absolue, qu’on
obtient en multipliant chaque diagonale par son homologue,
est égale a la somme des produits de chague cété par son
homologue.

2° Le viriel peut servir a la démonstration d’un grand
nombre de théorémes géométriques et a établir des rela-
lions trigonométriques. Nous nous bornerons, d’apres le
conseil de M. d’Ocacye, a démontrer, a titre d'exemple,
les deux théorémes suivants :

THEOREME DE CARNOT. — Dans tout létraédre la somme des
carrés des deux arétes opposées égale la somme des carrés
des deux aulres arétes opposées, plus deux fois le produit
des arétes restantes par le cosinus de leur angle.

TutorEme pE MascHERONL. — Dans tout polygone plan ou
gauche, le carré d’un célé égale la somme des carrés de tous
les aulres cotés augmentée de deux fois la somme de tous les
produils qu’on obtient en multipliant de toutes les maniéres
possibles dewx cotés par le cosinus de U'angle qu’ils compren-
nent. o

La démonsiration que nous donnerons plus loin pour ces
théorémes montrera que le viriel offre l'interprétation méca-
nique énoncée ci-aprés des relations algébriques du second
degré entre les éléments linéaires des figures polygonales
ou polyédriques. :

Toute relation -algébrique du second degré entre les lon-
guewrs el direclions des cilés ou arétes de ces figures, esi la
somme algébrique des viriels d’'un systéme de couples liés
formé par Uensemble d’un certain nombre de systémes de
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forces en équilibre appliquées aux sommets de ces figures et
ayant memes directions et valeurs que celles des cdlés ou
arétes de ces figures.

3° La valeur du travail virtuel total des forces extérieures
et intérieures dans un systeme de points matériels assujettis
a des liaisons sans frottement, peut étre fourni an moyen
du viriel de la maniére suivante : On ramene les lorces a des
couples en considérant I'ensemble des deux systémes sui-
vants de forces: 1° Le systeme de forces obtenu en chan-
geant le sens de toutes les forces extérieures et intérieures
appliquées aux divers points du systéme matériel avant la
déformation virtuelle. 2° Le méme systéeme primitif de forces
appliqué parallelement a lui-méme en ces mémes points
dans leurs nouvelles positions aprés la déformation. Il en
résulte que le viriel total du systeme de couples liés formés
ainsi par 'ensemble de ces denx derniers systemes de forces,
est égal au travail virtuel effectus par les forces extérieures
etintéricures du systéme matériel ci-dessus.

4° Le viriel permet d’établir aussi directement I'expres-
sion ayant pour différentielle, le travail virtuel tolal ci-dessus
des forces dans un systéme matériél. _

Avant d’exposer les théorémes annoncés ci-dessus, rappe-
lons d’abord en quelques mots les expressions usuelles du
viriel des forces de ces couples.

Définition et convention du viriel des forces et des couples liés.

Désignons par P la valeur absolue d’une force lige AP et
par 8 I'angle que forme celte force avec le prolongement du
rayon polaire OA joignant son point d’application A au pole
O. Le viriel de celle force, défini ci-dessus, relatlivement
ce pole, a pour expression :

"=Xxr+ Yy + Zz:=P.0OA cos§ . (1)

Ce viriel sera considéré + ou — selon que langle 0 est
aigu ou obtus.
De méme, considérons dans 'espace un couple formé par
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deux forces AP et BQ égales, paralleles et de sens contraire,
lices a deux points A et B.

Désignons par P la valeur commune de ces deux forces,
par o l'angle que forme l'une quelconque de ces deux forces
avec le prolongement de la distance AB de leurs points
d’application, et par / la projection de cette distance AB sur
la direction de ces forces. Appelons longueur de liatson de
ce couple, la longueur représentant la distance AB estimée
suivant la direction de ces forces. |

Relativement & un pole quelconque, le viriel de ce couple
lié¢ est constant. Il a pour valeur |

V—=P.AB cosw —= =+ Pl . (2)

Il est + ou — selon que l'angle w est aigu ou obtus.

Si » = 0 ou 27, le couple lié sera formé par deux forces
directement opposées. Dans ce cas particulier, il sera dit
rectiligne. Son viriel est égal a P.AB en considérant P
comme -4 ou — selon que les deux forces se repoussent ou
s’attirent.

Enoncé des nouveaux théorémes sur le viriel.

TutoriME 1. — Relativement ¢ un méme pdle O, le viriel
de la projection d'une force lice AP surun plan quelconque
passant par le rayon polaire OA, est égal au viriel de cetle
méme force AP. '

Soit AP’ la projection de cette force sur le plan considéré
passant par OA, et soit R la projection commune des extré-
mités P et P’ sur le rayon OA, les viriels de ces deux forces
AP et AP’ par rapporta O, ont laméme valeur V=--0A.0R.

Tukoreme 1. — Le virtel d'une force liée AP relativement
a un péle O est égal awviriel de cetle méme force relativement
@ la projection de ce péle sur un plan quelconque passant
par cetle force.

Ce dernier théoréme résulte de ce que le viriel est symé-
trique par rapport au pole O et a 'extrémité P.
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Tukoreme 1. — Pour qu’un systeme quelconque de forces
lides dans Uespace ait une résultante nulle, il faut et il suffit
que le viriel total de ces forces relativement & un pole O soit
constant quelle que soit la position du pole.

En effet, soient x, y, z les coordonnées du pole considéré
C par rapport a trois axes rectangulaires Oxyz fixes dans
I'espace, ay, by, ¢; celles du point d’application d'une quel-
conque de ces forces et X;, Y,. Z; la projection de cette
force sur ces trois axes.

Si V. et V, représentent respectivement les viriels totaux
de ce systéme de forces par rapport aux poles Cet O, on a:

\f

c

I

Vo — (8X,x + Y,y + £Z,2)

quel que soit le pole C, cetle relation donne Ve=V,. Mais
comme V  est constant, il faut que V. le soit aussi. S’il en
est ainsi, la relation ci-dessus donne, quel que soil G, la
condition suivante :

EX/f::EYk:EZ,{:O .

CoRoLLAIRE I. — 8¢ les points d’application d’un systéme
quelconque de forces lies de résultante nulle, sont les pieds
des perpendiculaires abaissées d'un point M de Uespace sur
ces forces, le viriel total de ces forces est nul, quel que soit
le pdle considéré, et réciproquement pour un systéme de Jorces
lides dont les points d’application sont définis comme ci-
dessus.

Remarque. -—— Dans le cas particulier ou les points d’appli-
cation de ces forces se confondent avec le point M, on
obtient le théoréme suivant bien connu et son réciproque.
La somme algébrique des viriels d’un nombre quelconque de
forces concourantes de résullante nulle, est nulle.

TuEOREME IV. — Siun systéme de points libres, dont chacun
est sollicité par un nombre quelcongue de forces en équilibre,
est tel que lensemble de toutes les forces tant extérieures
qu’intérieures (suivant la direction des lignes de jonction de
ces points) appliquées aux divers points de ce systeme, for-
ment un sysieme de couples liés, la somme algébrique des
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viriels de ces divers couples est nulle quelle que soil le pole
considereé.

Ce théaoréme se démontre au moyen du précédent.

TutoriMe V. — Lorsqu’on imprime des déplacements vur-
tuels quelconques aux points d’applicalion d’un nombre
quelconque de forces lides et a ceux des forces d'un systéme
quelconque de couples liés dans Uespace, le travail virtuel
total effectué par ces forces et ces couples pour ces déplace-
ments virtuels, est égal & la valiation correspondante ou a
la différentielle du viriel total de ces forces et couples liés
relativement a un péle quelconque fize.

En effet, désignons respectivement par @ et V, le travail
virtuel total et le viriel total de ces forces et couples; par
dx, 0y, 0 les projections du déplacement virtuel donné au
point d’application d'une des forces sur trois axes reclangu-
laires Oxyz, par P la valeur algébrique commune des forces
d'un de ces couples et par ¢/, la variation de la projection
(longueur de liaison) de la distance des deux points d’appli-
cation des forces de ce couple sur la direction commune.
Les deux relations (1) et (2) donnent par différentiation
I'équation suivante : |

8V = IX8x 4+ XY8y 4 BZd: + P = G ,

dans laquelle / sera 4+ ou — selon que l'angle » du couple
correspondant a P est aigu ou obtus.

Applications.

1. — Aux figures réciproques planes ou gauches de CRre-
moNa. On sait, d'aprés une propriété statique de ces figures?,
que, si a et b sont les longueurs des deux coOtés homologues
de deux figures polygonales réciproques Cremona (A) et (B),
et si, aux extrémités d'un coté a de la premiére (A), on
applique deux forces égales et directement opposées (couple
(té rectiligne) ayant pour valeur cominune la longueur b et
pour sens celui du polygone fermé dans ia figure (B) corres-

Y Cours de Géométrie de UEcole polytechnique, par M. d’OcacnE, t. II, p. 159.

RJ
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pondant a l'une des deux exirémités du coté @, chaque
neeud de la figure (A) sera sollicité par un systéme de forces
en équilibre tel que I'ensemble de toutes les forces appli-
quées aux divers nceuds de cette figure forme un systéme
de couples liés.

D’ou, en écrivant en vertu du théoreme IV, que le viriel
total de ces deux couples est nul, on a la relation suivante :

Z(*ab)=0,

dans laquelle le signe de chacun de ses termes sera celui
des deux forces opposées appliquées aux extrémités de 'un
quelconque des deux cotés @, b figurés dans le terme consi-
déré. '

Application de cette propriété au calcul d'un systeme arti-
culé intérieurement hyperstatique. Considérons un systéme
articulé extérieurement isostalique & lignes surabondantes;
concevons qu’on supprime toutes les barres surabondantes
de ce systéme et qu'on applique aux extrémités A et B d’une
de ces barres supprimées deux forces répulsives égales de
valeur commune F. Désignons par (S) ce systéme articulé
sans lignes surabondantes librement dilatable, par f'la lon-
gueur de la barre AB et par ¢, celle d’une barre quelconque
du systéme (S). Soit T, la tension produite dans la barre ¢,
sous l'action des forces vrépulsives F.

Cela étant, comme on sait que le polygone des forces de
CREMONA correspondant aux forces F et aux tensions Ty est
un polygone réciproque de la partie du systeme articulé (S)
seul influencé par les forces F, on a, en vertu de la propriété
ci-dessus,

Ff— 2T, =0 .

A présent, si 'on fait subir aux longueurs fet ¢ des varia-
tions ou dilatations virtuelles 0/ et d4;, on oblient, par une
différentiation de la relation ci-dessus, la formule suivante :

T3 — BT,51, = 0

qu'on applique fréquemment au calcul du systeme articulé
hyperstatique ci-dessus.




LE VIRIEL DE FORCES 429

2. — Démonstration mécanique des théorémes geomelriques
de CArNoT et de Mascueroni. Soit un tétraedre quelconque
SABC (fig. 1); désignons les arétes du triedre S par @, b, ¢

Fig.1

el les arétes qui leur sont respectivement opposées par
a', b', ¢/, et par la notation (¢, ¢’) 'angle formé par les arétes
c et ¢/. Démontrons au moyen du viriel la relation suivante
de CArNoT :

a? 4+ a’? — b2 — b’ — 2¢c’ cos (¢, ¢') =0 .

En effet, il est aisé de voir que celte relation n’est autre
que celle qu’'on obtient en égalant a zéro, d’apres le théo-
reme IV, la somme algébrique des viriels de divers couples
liés formés par I’ensemble du systeme de trois forces con-
courantes en équilibre, appliquées dans la figure aux som-
mets de ce tétraédre et ayant pour sens celui indiqué par des
fleches sur la figure, et pour valeurs et directions les mémes
que celles des arétes désignées par les mémes lettres que
ces forces. A

On vérifie que les trois forces appliquées a chaque sommet
sont en équilibre, en remarquant que les aréles désignées
par les mémes lettres que ces trois forces forment dans la
figure un triangle fermé (considéré comme polygone des
forces) ayant pour sens celui des forces.

Il convient de rappeler que les forces d’un couple lié rec-
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tiligne sont 4+ ou — selon qu'elles se repoussent ou elles
s’attirent,.

A présent, passons a la démonstration de la relation sui-
vante de MASCHERONI

@ — b — 2 d* __ . _ 2b¢ cos (b, ¢) — 2bd cos (b, d)
— 2be cos (b, e) — ... =0,
dans laquelle @, b, ¢, d, e, ... désignent respectivement les
cotés AB, BC, CD, ... (fig. 2) d’un polygone quelconque

ABCD. En effet, appliquons aux sommets de ce polygone
les systemes de forces en équilibre suivants : Au sommet A
le systéme de forces a, b, ¢, d, ... ayant pour polygone
fermé de forces le polygone ABCD. Au sommet B, méme
systeme de forces changé de sens. Quant a chacun des som-
mets G, D, E, ..., nous appliquerons un méme systéeme de
forces formé par l'ensemble de couples de deux forces
égales et direclement opposées ayant mémes directions et
valeurs que celles de tous les cotés de ce polygone, sauf le
coté a.

En remarquant que le systéme de forces appliquées a
chaque sommet est en équilibre et que leur ensemble forme
un systeme de couples liés, il suffit d’écrire, en vertu du
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théoréme IV, que la somme algébrique des viriels de ce
couple est nulle, pour avoir la relation ci-dessus.

Remarque. Un angle qfielconque, par exemple tel que
(b, d), figurant dans la relation ci-dessus, est I'angle formé
par le coté d avec le prolongement de b.

3. — Détermination directe du travail virtuel total des
forces extérieures et intérieures dans un systeme de points
matériels.

Considérons un sysléme quelconque de points matériels
A, B,C, ... M, N, ... (fig. 3) assujettis a des liaisons sans
frottement et dont chacun est en équilibre sous l'action des
forces extérieures et intérieures qui les sollicitent.

Fig.3

Désignons par F la valeur de la force extérieure appliquée
a un point quelconque A de ce systéeme et par S la valeur
commune des deux forces intérieures (actions mutuelles)
égales et directement opposées qui se développent par deux
points quelconques M et N de ce systéme (S sera considéré
4+ ou — selon qu’il s’agit des forces répulsives ou attrac-
tives) et par s la valeur absolue de la distance MN entre ces
deux points.

Faisons subir aux points de ce systeme des déplacements
virtuels quelconques. Soient AA’, MM', NN’ les déplace-
ments imprimés aux points A, M, N. Supposons que toutes
les forces I' et S se soient déplacées en méme temps que
leurs points d’applications aux nouveaux points A, M’', N'.

Enfin, appliquons a tous les points primitifs A, M, N, les
forces primitives I et S changées de sens.
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Il en résulte que 'ensemble de toutes les forces ainsi
obtenues (— I en A), (F en A’), (— S en M et N) et (Sen M’
et N') forment les trois systémes de couples liés suivants :
F(A, A'), —S(M, N) et + S(M/, N'). Le premier de ces
couples a pour viriel :

+ F.AA cosw = Xdx ++ Ydy 4 Z3z

’

et les deux autres couples ont aussi pour viriels
— Ss et + S(s + 8s) .

En totalisant ces viriels et en égalant a zéro leur somme,
on aura :

T=3X3x + XY3y 4 SZdz + NSds = 0 . (3)

4. — Etablissement de Uexpression ayant pour différen-
tielle totale celle du travail virtuel. Considérons le méme
systeme ci-dessus de points matériels. Comme toutes les
forces concourantes extérieures et intérieures appliquées a
chacun de ces points sont en équilibre, leur viriel total est
nul, en vertu de la remarque du corollaire 1, d’ott I'expres-
sion suivante cherchée du viriel :

V=2XXxr 4+ XYy + XZz + XSs =0

ayant pour différentielle totale I'équation (3) du travail vir-
tuel.
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