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SUR L'ELIMINATION ALGEBRIQUE

"~ PAR

Ch. Riquier (Caen).

Le présent travail a pour objet la recherche des conditions
nécessaires et suflisantes pour que n équations algébriques,
2 inconnue x, admettent quelque racine commune : dans la
premiére partie, on étudie le cas fondamental de deux formes
algébriques binaires, et on rappelle a ce sujet la méthode
indiquée par Euler; on y raméne ensuite, dans la deuxieme
partie, le cas général, en exprimant que lune des n équa-
tions données présente quelque racine commune avec loute
combinaison linéaire des équations restantes.

PrEMIERE PARTIE.

Condition pour que deux formes algébriques binaires

admettent quelque racine commune.

1. — On donne le nom de forme algébrique a un polynome
entier et homogéne dépendant d’un nombre quelconque de
variables; le cas d'une seule variable, n’étant d’aucune
utilité, est systémaliquement exclu, et la forme est dite
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406 CH. RIQUIER

binaire, ternaire, qualternaire, ..., suivant qu'elle dépend de
2, 3, 4, ... variables.

I’adoption, pour les équations algébriques enliéres a une
inconnue, de I'écriture homogene, dont nous ferons cons-
tamment usage dans celte premiére partie, repose sur
I'observation suivanle :

Nous placant, comme l'exige essentiellement le sujet de
o 9 b P

notre étude, dans le monde des quantités imaginaires, consi-
dérons tous les couples de valeurs non simultanément nulles
qu’il est possible d’attribuer aux deux indéterminées x, ¥ :
ces divers couples peuvent manifestement se partager (sans
omission ni répétition) en une infinité de groupes, compre-
nant chacun une infinité de coupleS, et tels que deux couples
quelconques pris dans un méme groupe forment un déter-
minant nul, tandis que deux couples respectivement pris
dans deux groupes différents formeut un délerminant diffé-
rent de zéro. Dans un méme groupe, 'expression générale
des couples, si l'on désigne par (', ) 'un quelconque
d’entre eux et par « un facleur arbitraire assujelti a la seule
restriction de n’étre pas nul, est donnée par les formules

x = ax’ , y=ay’'t;

en substituant ces valeurs dans une forme binaire de degré
m, F(x, y), on a la relation

F(ax', ay’) = o™ F (2, y') ,

en sorte que, si quelqu’un des couples faisant partie du
groupe considéré est une solution de I'équation F(x, y) =0,
tous les autres couples du méme groupe jouissent de la
méme propriété : le groupe dont il s’agit est alors un groupe-
racine de U'équation F(x, y) =0, ou, plus simplement, une
racine de cette équation, ou bien encore une racine de la
forme binaire F(x, y). |

Une (orme de degré nul se réduit a une simple constante.

1 Le groupe se désigne d’habitude, abstraction faite du facteur arbitraire qui figure dans
son expression générale, par 'un quelconque des couples dont il se compose.

*




ELIMINATION ALGEBRIQUE 407

Si on convient de ne pas considérer comme distinctes
deux formes ne différant que par un facteur constant non
nul, une forme binaire de degré m dont les coefficients ne
sont pas tous nuls est décomposable, et d’une seule maniére,
en un produit de m formes binaires du premier degré dont
aucune n’'a ses deux coefficients nuls a la fois; les racines
de ces derniéres fournissent évidemment celles de la forme
proposée.

Etant donnée une forme binaire F(x, y), on dit qu’elle
admet la racine (&', y') au degré p de multiplicité, ou bien
encore qu’'elle admet p fois la racine (2', y'). lorsqu’elle est
algébriquement divisible par

p x y p+!
sans l'¢étre par

Xy
’ N

x:) ’

’
Xy

Il résulte du théoréme précédent qu'une forme binaire de
degré m dont les coefficients ne sont pas tous nuls admet un
nombre limité de racines, et que la somme des degrés de
multiplicité de ces racines est exactement égale a m; ce quon
exprime souvent en disant qu’'elle admet exactement m raci-
nes, distinctes ou non.

En conséquence, st une forme binaire de degré m admet
plus de m racines distinctes, elle a nécessairement tous ses
coefficients nuls.

Lorsqu'une forme binaire prend la valeur zéro pour toutes
valeurs attribuées & ses deux variables x, y, on dit qu’elle
est identiquement nulle. Cela étant :

1° Pour qu’une forme binaire soit identiquement nulle, il
faut et il suffit que ses coefficients soient tous nuls.

La condition posée est évidemment suffisante, et sa néces-
sité résulte de la remarque formulée en dernier lieu.

20 Pour qu’un produit de formes binaires soit identiquement
nul, il faut et il suffit que quelqu’un des facteurs le soit.

La condition posée, évidemment suffisante, est d’ailleurs
nécessaire. '

En effet, si le produit est identiquement nul, il s’annule
pour une infinité de couples de valeurs de x, y formant
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deux adeux des déterminants différents de zéro, d’ou résulte,
puisque le nombre des facteurs est limiteé, que quelqu’un
d’entre eux jouit de la méme propriété : le facteur en ques-
tion, admettant, d’apres cela, plus de racines distinctes qu’il
n’y a d’unités dans son degré, ne peut manquer d’avoir tous
ses coeflicients nuls, et, par suite, d’étre identiquement nul.

Nous terminerons ce bref rappel de propriétés connues
par l'observation suivante :

Lorsqu’une forme binaire de degré m a tous ses coefficients
nuls, elle est algébriquement divisible par une puissance
aussi élevée qu'on le voudra de toute forme binaire du pre-
mier degré n'ayant pas ses deux coefficients nuls a la fois;
on peut donc dire, en pareil cas, qu'elle admet telle racine
que I'on voudra a un degré de multiplicité infini, ou bien
encore qu’elle admet une infinité de fois telle racine que lon
voudra. |

2. — Soient

Ao ) = A0x® H Al A T b A T A" ()

B (x,y) = Bya® + B, xb_l‘)‘ + BQxb_?y2 + ...+ B, xyb—1 1 Bbyb : g
deux formes binaires, dont les degrés respectifs, a, b, sont
tous deux supérieurs a zéro, et donl aucune n’est tdentique-
ment nulle : on observera que, dans les notations adoptées
pour ces formes, I'indice dont se trouve affecté le coeflicient
de chaque terme est égal a exposant de la variable y dans
le terme considéré; celte convention, a laquelle nous nous
conformerons constamment dans Uexposé de la premiére
partie, permet de formuler commodément une importante
propriété qui sera établie plus loin (N° 4).

Proposons-nous actuellement de déterminer deux formes
inconnues, de degrés respectifs « — 1, b — 1,

N o a—1 a—2 a—1
Fola, y)=aa® - a 2™ p L 4o,y

| (2
Fglx.y) =8, x'! + B xb—-ﬁ' + .+ @b—lﬁ'b_l ’

par la double condition de n’étre pas toutes deux tdentique-
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ment nulles, et de rendre identiquement nulle la forme
composée '

Az, y)Fy(x, p) + Bla, y)Fy (=, 5) (3)

de degré a + b — 1. _

Cela étant, pour que les formes (1) admettent quelque racine
commune, il faut et il suffit que le probléme posé sur l'expres-
ston (3) soit possible.

[. La condition posée est nécessaire.

Effectivement, si les formes (1) admettent quelque facteur
linéaire commun, elles satisfont aux identités

A(.’I), .'” = (Hox + H])")QA(-'X:: J) ’
B(x,y) = (Hyx + H,»)Qy(x, ) ,

ou H,, H, désignent deux constantes non a la fois nulles,
et Qalr, y), Qs(r, y) deux formes de degrés respectifs
@ —1, b —1, dontaucune n’est identiquement nulle. L'iden-
tité qu’il s’agit de vérifier prend done la forme

(Hy@ + H,5)Q, (x, y)Fyla, 5} + (Hya + H,7)Q, (. ) F, (. ) =0 ,

et I'on y satisfera évidemment en prenant

'

Fole, ) =Qux,y) . Fylr,y)=—Qu(x,y) .

Il. La condition posée est suffisante.

Tout d’abord, aucune des deux formes (2), non a la fois
identiquement nulles, qui, en raison de la possibilité sup-
posée du probléme, rendent I'expression (3) identiquement
nulle, ne peut, si on envisage séparément, étre identique-
ment nulle : car si Fa(r, y). par exemple, I'était, le produit
A(r, y)Fe(x, y) le serait aussi, et par suite (N° 1), puisque
A(r, y) ne l'est pas, Fy(x, y). Cela étant, 'identité

A(x, y)F (x, y) = — Bz, y) F,(z,7)

montre que A(x, y) divise le produit B(z, y)Fa(x, y); il en
résulte, puisque A(x, y) estd'un degré supérieur a Fy (x, Y)
qu’il a quelque facteur linéaire commun avec B(x, Y).

9




410 CH. RIQUIER

3. — En écrivant les relations auxquelles doivent satisfaire
les @ 4+ b coeflicients inconnus

o

19 ** a—1 !

Bor ?;1’ ses P Bb.._1

pour que l'expression (3), de degré a + b — 1, soit iden-
tiqueme‘nt nulle, on est conduit & poser, entre ces a + b
inconnues, un systeme, %, de a 4+ b équalions linéaires et
homogeénes. Ainsi qu'il est facile de le constater. le déter-
minant, d’'ordre @ 4+ b, qui a pour éléments les coeflicients
de ce systéme ne contient, dans a de ses.colonnes, que des
coeflicients B et des zéros, et, dans les b colonnes restantes,
que des coeflicients A et des zéros; il est donc homogéne et
de degré a par rapport aux B, homogeéne et de degré b par
rapport aux A, et par suite, si I’on suppose a > 0, b > 0,
homogéne et de degré supérieur a zéro par rapport aux
coefficients de 'une quelconque des deux formes (1) : on lui
a donné le nom de résultant.

Cela étant, et en supposant qu’aucune des deux formes (1)
ne soit de degré zéro, il faut et il suffit, pour que ces deux
formes admettent quelque racine commune, que leur résultant
soit nul.

I. Supposons d’abord qu’aucune des deux formes (1) ne
soit identiquement nulle.

Pour qu’elles admettent quelque racine commune, il est,
en pareil cas, nécessaire et suflisant que le probleme posé
plus haut (N° 2) sur 'expression (3) soit possible, c’est-a-dire
que le systeme X admette quelque solution ou ses inconnues
ne soient pas toutes nulles : il est donc nécessaire et suffi-
sant que le résultant des deux formes (1) soit nul.

II. Affranchissons-nous maintenant de toute restriction
relative a la nullité identique éventuelle des formes (1).

Pour qu’elles admettent quelque racine commune, il est
évidemment nécessaire et suffisant :

-Ou bien que 'une au moins d’entre elles soit identique-
ment nulle;

Ou bien que, aucune d’elles ne I’étant, leur résultant soit
nul.
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Or, ce résultant, élant, d’apres une observation faite au
début, homogene et de degré supérieur @ zéro lant par rap-
port aux A que par rapport aux B, ne peut manquer de
s’évanouir si quelqu’une des formes (1) est identiquement
nulle. | ! :

La condition nécessaire et suffisante pour l'existence de
quelque racine commune est donc bien celle que formule
notre énoncé.

k. — Le résultant des deux formes (1), homogéne et de
degré b par rapport aux A, homogéne et de degré a par
rapport aux B, jouit en outre, par rapport a I’ensemble des
coefficients A et et B, d’une intéressante propriété que nous
allons établir : 'énoncé, ci-aprés formulé, de cette propriété
suppose que l'on ait adopté, pour I'écriture des deux formes,
la convention spécifiée au N° 2, c’est-a-dire que I'indice dont
se trouve affecté le coefficient de chaque terme soit égal a
'exposant de la variable y dans le terme dont 1l s’agit.

Considérons, dans le développement du résultant, un
terme quelconque

w X Auo Aul A1L2 Alta >< BVO Bv1 BV2 . BVb
o 1 2 T Ta o 1 2 b
(llo—]—lt1+lt2+...+lta:[), vo F v, =a)

abstraction y étant faite du facteur numérique ¢, nous nom-
merons poids de ce terme l'entier |

(0. uy + 1.u, + 2.0y + ceoFaiuy) + 0.0 +1.v, +2.054 ..+ b.vy)

obtenu en effectuant, pour chacun des facteurs A, B qui
concourent a sa formation, le produit de 'indice par ’expo-
sant, et ajoutant ces divers produilts.

Cela étant, la propriété annoncée consiste en ce que tous
les termes du résultant ont le méme poids; on 'exprime en
disant que le résultant des deux formes (1) est isobare par
rapport & Uensemble de leurs coefficients.

I. Le systéme 3, dont la considération conduit au résultant
des deux formes (1), s'obtient, comme nous I’avons vu (N° 3),
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en écrivant que 'expression (3),

Afx, ) Fylz, y) + B(x, y)F, (x, 5) ,

est identiquement nulle. Or, le développement el 1'ordina-

liqn des deux produits

A(x, ) [“B(x, ) = (ona - Alxa-ly + A,‘,.’/ls'a-'gy2 + ...

+ A, o 4 A yY

T e R R D

Blx, y)F, (. 5) = (Byxt + B2’y + B,at=2y2 4 ...

-+ Bb...lxyb-—l + Bbyb)

/ ! —2 —1
X (g2 4 2y 4L w17
de degré a 4+ b — 1, donne respectivement

x0Tt (Ao po

+ xa+b-23,_ (A By + AgB,
= 'I,a+b-—3)~2(A2‘80 + A B+ Ay B,

b—1

+ 7Ty (A, By + A, B+ Ay ofy + ...
PR A R A

T 3‘a+b_1 ( A,Ly_y)

et
Piaxins (B, «,

+ xb—f—a—?), (By o, + By a,

-+ xb+a-—3}2(B2 a + B1 o + B0 %y )
£ xa—-lv),b (Bbao + Bb_1a1 -+ Bb_2a2 -+ ... )
+ @ B 4By gt
+ ),b+a_1 ( Bb‘aa—1);
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on en déduit respectivement les deux tableaux de coefli-
cients

>
=

1 Ao
A2 Al ‘AO
(9)
Aa Q=1 a—2
Aa a—1
Aa ’
et
Bo
1 B0
) B1 Bo
(6)
Bb Bb—l Bb-—-2
B, B,
B, |

ou les zéros n'ont pas été mis en évidence, et dont la simple
juxtaposition (I'un & droite, I'autre a gauche) donne le résul-
tant. Chacun des tableaux (5), (6) contient a 4 & lignes,
puisque les produits (4) sont de degré @ + b — 1; le pre-
mier, celui des A, contient b colonnes, puisque les indéter-
minées 3 sont en nombre &; le second, celui des B, contient
a colonnes, puisque les indéterminées « sont en nombre a.
Si 'on considére 'un d’eux, par exemple le tableau des A,
a b colonnes, on voit immédiatement que, dans une colonne
quelconque, deux éléments A ne contiennent entre eux
aucun zéro, et que, lorsqu’on parcourt la colonne de haut en
bas, le poids ou indice de ces éléments augmente progressi-
mement de 1, d’une ligne a la suivante ; puis, de méme, que,
dans une ligne quelconque, deux éléments A ne contiennent
entre eux aucun zéro, et que, lorsqu’on parcourt la ligne de
gauche a droite, le poids ou indice de ces éléments décroit
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I'indice des éléments A aille en croissant, au lieu de décroitre,
quand on suit, sur une ligne quelconque, le sens habituel de
I’écriture, nous conviendrons désormais de renverser l’ordre
des colonnes en conservant Pordre des lignes. Nous convien-
drons en outre, ce qui ne changera évidemment en rien les
poids respectifs des divers termes du résultant, d’affecter
chaque zéro d’un indice positif on négalif choisi de telle
sorte que, dans toute colonne parcourue de haut en bas sans
y faire abstraction des zéros, I'indice des éléments*successifs
augmente progressivement de 1, d’une ligne a la suivante,
et que, dans toute ligne parcourue de gauche a droite sans
y faire non plus abstraction des zéros, la méme propriété ait
lieu, d’une colonne a la suivante. Ces diverses conventions
étant adoptées et appliquées, si I'on remplace ensuite chaque
¢lément du tableau par son indice, le tableau ‘d’entiers algé-
briques qui en résulte,

— b1 — b 42 o —1 0 \
i

— b+ 2 — b 4+ 3 0 1

— b+ 3 — b+ 4 1 2

—b4+a+1 —bt+a+2...a—1 a
—b+a+2 —b4+a+3...a a-+1

a a-+ 1 e @at+b—2 ab—-1, |/

présente une structure telle, que, dans toute colonne par-
courue de haut en bas, comme aussi dans toute ligne
parcourue de gauche a droite, les entiers croissent progres-
sivement de 1. Et il va sans dire que si aux divers éléments
entiers qui le constituent on ajoute, comme nous allons étre
conduit a le faire, un méme entier algébrique, cette pro-
priété subsistera. |

Tout ce qui vient d’étre dit au sujet du tableau des A
[tableau (5)] est d’ailleurs entiérement applicable au tableau
des B [tableau (6)].

II. Pour faire apparaitre la nature isobare du résultant,
lequel s’obtient, comme nous I'avons fait observer, par la
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juxlaposition, schématiquement figurée ci-dessous, des deux
tableaux partiels (5) et (6),

a colonnes . b colonnes
i
|
: Tableau Tableau
| a -+ b lignes d’éléments B . d’éléments A , (7)
" (et de zéros) (et de zéros)

substituons respectivement aux deux tableaux partiels de (7)
.; ceux que forment les indices de leurs éléments : nous aurons
ainsi (I)

__a_l_’l _'_.a+2_._ 0 —[)+1 ~I)+2... 0
—a4+2 —a4+38... 1 —h+2 —b+3 ... 1
(81
b b4+1...0+4+a—1 a at+1...a+b—1

En augmentant alors de 0 unilés chacun des entiers du
tableau partiel de droite extrait de (8), nous aurons le nou-
veau tableau

—a4+1 —a+2... 0 1 2 b
—a+2 —a+3... 1 2 3 |

b b+1...b+a—1)a4+ba+b+1...a4+20—1;
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progressivement de 1, d’une colonne 4 la suivante : afin que
ce dernier, dans son ensemble, présente la structure spé-
ciale que présentait séparément chacun des deux tableaux
partiels de (8), c’est-a-dire que, dans toute colonne parcourue
de haut en bas, comme aussij dans toute ligne parcourue de
gauche a droite, les entiers augmentent progressivement
de 1. Il jouit donc manifestement de la propriété que @ + b
de ses éléments, arbitrairement choisis sous la seule condi-
tion d’appartenir a a + b lignes distinctes en méme temps
qua @ 4 b colonnes distinctes, ont pour somme

(@ + b)(— a4 1)
FO0+ 1+ 24 (@b —1)
+O0+1+24 ..+ (atb—1),
ou
(@4 bj(—a+1)+ (a4 bja4+b—1),
ou enfin .
b(a+ b) ;

il en résulte que, dans le tablean (8), la somme de a + b élé-
ments arbitrairement choisis sous la méme condition a pour
valeur b(a 4 b) — b2, ou ab. En conséquence, dans le résul-
tant (7), le poids de chaque terme a pour valeur ab:; ce
résultant est donc bien, comme nous voulions I’établir, iso-
bare par rapport 4 'ensemble des coeflicients A et B,

5. — L’énoncé de la propriété isobarique, qui fait 'objet
du numéro précédent, suppose, comme nous l’avons dit,
que l'on ait adopté, pour 'écriture des deux formes (1), la
convention spécifiée au N° 2, c'est-a-dire que l'indice dont
se trouve affecté le coefficient de chaque terme soit égal a
I'exposant de y dans le terme dont il s’agit; il va sans dire
toutefois que cette propriété peut se formuler de la méme
facon si lon augmente d’un méme entier (algébrique) p les
indices respectifs des divers coefficients A, et d’'un méme entier
(algébrique) q les indices respectifs des divers coefficients B :
car le poids de chaque terme du résultant se trouve alors
augmenté de I'entier constant bp + ag.
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6. — Exemples de la formation du résultant de deux formes

binaires.
[. Résultant des deux formes

Ajx 4+ Ay,
B,2? + B,xy + Byy® .
En écrivant que l’expression
(on + Al.')') (.Box - ﬁl)') -+ (80.732 =4 B1.7(:)‘ -+ B2)'2)ao
est idenliquement nulle, on a les relations
Ao Bo + Bya, = 0,
.

AIBO + A0B1 + B1a’0
A B + Byagy =20,

1

’

ce qui donne, pour le résultant,
A, 0 B,
AI AO Bl ?
0 A, B,

ou
B,A] — A (A,B, — BA)) .

2

II. Résultant des deux formes
Ajx? + A xy + Ay,
B,x%* + B,xy 4+ B,)? .
En écrivant que l'expression
(Agx® 4 Ayxy + 3,07 (Box + Bi2)
4+ (Byx® + B,xy 4 B,y?) (e, + o))
est identiquement nulle, on a les relations
A, B + B, =0,
ARy + Aoy + By 4 Byay, =0,

Ay By + AL A+ By + By =0,
A, B, 4+ Bya, =0,
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ce qui donne, pour le résultant,
A, 0 B, 0
A A, B, B,
A,A, B, B,
0 A, 0B,

On peut, comme il est facile de s’'en assurer en effectuant
les calculs, le metire sous les deux formes suivantes, trés
fréquemment usitées :

. (A, B, — B,A,)? — (A, B, — B,A)) (A, B, — B,A,) , (10)
e
[2(46B, + ByAy) — A, B,J? — (A} — 44, A,) (B} — 4B,B,) 1. (11)

I11. Résultant des deux formes

AO.‘X.' -+ AL}‘ ,
Byx® 4 3B, 2%y 4 3B,xy? 4 B,)* .

1 L’une et l'autre se retrouvent trés aisément a l'aide des calculs mnémotechniques que
nous allons indiquer.

Calcul mnemotechnique de la formule (10).

Posant
Agx® + Ay + Ayy® = A(w, y)
Bya® + Biay + B,y* = B(x, 5 ,
on remplace le systéme des deux équations
Alx,y) =0, B(x,y) =20
par le systéme des deux équations
B, A(x,y)— A Bl(x, »
Alx,y) =0, =2 (=, 7] ; B 1)
dont la deuxiéme, linéaire en x et y, peut s’écrire

(AOBI — ByA)jx 4 (A0B2 - BoAz)y =0,

=0,

ou

AOB2 —BoA2 _ (Aon - BOAI)
en remplacant, dans la premiére, x et y par les quantités proportionnelles que fournit la
seconde, il vient, comme premier membre,

Aq<Ao B, __BoAz)2 — A (A By — BoAz) (AB, — ByA,) + A, (A0B1 —ByA)?,
ou
Ay(A,By — B A,)?— (A B, — By A [A; (A,B, — BoA,)j—A, (A,B, — B,A)]
ou
Ao(AoBz - Bo Az)z - (Ao B, — Bo Al) Ao (Al Bz - B1A2) ’
ou enfin, aprés suppression du facteur Ag,
(AoBz - BoAz)z— (Ao 81 — B0A1)(A1 Bz - Bx Az) :

Calcul mnémotechnique de la formule (11).
On résout chacune des équations quadratiques

Agx? + Ajxy 4 Ayy? =0,
B,x* + B,xy 4+ B,»> =0
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En écrivant que 'expression
(Ao + A7) (Bo2® + iy + F20)
+ (Byx® 4 3Bya’y + 3B, xy? + By)®ia,
est identiquement nulle, on a les relations
AqBo + Bye, =0,
A1B0+AOB1 +- 3810‘0:‘_O 2
AR, + Ay, + 3By, =0 .
AB, + Byo, =0,
ce qui donne, pour le résultant,
A, 0 0 B,
A A, 0 3B,
0 A, A, 3B,
00 A, B,

ou
3A,A, (A, B, — A,B,) + AlB; — AlB, .

par la formule élémentaire connue, on égale entre elles les deux expressions irrationnelles
qui en résultent pour le rapport — , et on rend la relation rationnelle.
1

Si l'on pose ¢ = == 1, ¢/ = = 1, cette suite d'opérations donnera d’abord (sans corres-
pondance de signes)

A, — VAT 4AA,  —B, + VB — BB,
A, = B !

0 0

puis, en isolant la partie irrationnelle,
AB, — B,A, = cB,V/AT— 4A,A, + AV B — 4B, B, ,
puis, en élevant au carré,
(AOBI - B0A1\)2 == Bz(Ai - 4A0A2) + Az(Bi - [*BoBz)
4 2¢¢/A B,V AT —4A A,V Bl — 4B B, ,
puis, en isolant de nouveau la partie irrationnelle, et réduisant,
24, B, [2(A By + BoA,) — A, B, = 2¢</A, BV AT — 4A A,/ B — 4B, B, ,
puis, aprés suppression du facteur 2A0Bo,
2(A,B, + ByA,) — A, B, = ¢’V AT —4A A, /B — 4B,B, ,
puis enfin, par une nouvelle élévation au carré,
[2(A B, + B,A,) — A, B]2 — (A} — &A A,) (B} — 4B,By) =0 ,

relation dont le premier membre est précisément 'expression (11).
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[V. Résultant des deux formes

Aja? + 2A xy 4+ Ayy?
Bya® + 3B, 2%y 4+ 3B,xy? 4 B,y? .

En écrivant que 'expression
(Ao 2% + 28, 2y + A, 9%) (B 2* + B 20 + Bo)?)
+ (Bya? 4 3B, 2%y + 3B,xy? + B, y?) (¢, 4 a,7)
est identiquement nulle, on a les relations

A, B, + By, =0,
28,0 + AR + 3Byay + Byoy, =0,
AyBy + 2A.8, + Ayl + 3By, + 3Bja, =0,
Ay By + 24,8, + Byo, + 3By, =0,
A2[32 - Bgal =0,

9

ce qui donne, pour le résultant, R, des deux formes (12)

A, 0 0 B, 0
2A, A, 0 3B, B,
A, 2A, A, 3B, 3B,
0 A, 2o, B, 3B,
0 0 A, 0 B,

Le produit @,R peut, comme on le vérifiera en effectuant
les calculs, se mettre sous la forme suivante, avantageuse
dans certaines questions :

[ASB, + A,(34,B, — 2B A,) — A, (3A,B, — B, A, |?

) ‘ ) | Lo (18)
- (Al — AoAz) [(3Ao B2 - BoAz) - 4Ao Bs (3A0 Bl - 2BOA1)]

1 Calcu! mnémotechnique de la formule (13).
Posant

Aja? 4+ 2A @y + A,y? = A(x,y) .
Byx? 4 3B, 2% + 3B, 2y + Byy® = B(x, 5) ,

on remplace le systéeme des deux équations

Ax,y)y=0, B(x,))=20
par le systéeme des deux équations
Alm,y) =0, A B(x, y) — ByxAl(x, y) —0,

J
Ajx? + 2A 2y + A2 =10,
(3A,B, — 2B,A,Ja? & (3A,B, — B,A,) 2y + A B,y =0 .

Si, pour former le résultant des premiers membres de ces deux équations quadratiques,
on applique la formule (11), on tombe immeédiatement sur 'expression (13).

ou
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6bis, — La premieére partie de notre travail, dont nous
venons d’achever l'exposé, avait pour but d’établir la
condilion nécessaire et suffisante pour que deux formes
algébriques binaires, aux indélerminées x, ¥, admettent,
conformément a la définition posée au n°®1, quelque racine -
commune : dans la deuxiéme partie, qui suivra prochaine-
ment, nous établirons, en nous appuyant sur ce résultat
fondamental, les conditions nécessaires et suffisantes pour
que, 7 équations algébriques entiéres, a I'inconnue . étant
données, il existe quelque valeur de cetle inconnue les
vérifiant toutes.

NOUVEAUX THEOREMES SUR LE VIRIEL DE FORCES
ET LEURS APPLICATIONS GEOMETRIQUES
ET MECANIQUES

PAR

Farid Bourap (au Caire).

Crausius a appelé viriel de forces, I'expression suivante :
V =Xz + Yy + Zz dans laquelle X, Y, Z désignent les
projections d’une force AP liée® a un point A sur trois axes
Oxyz rectangulaires en un point O dit pdle, et x, y, z les
coordonnées du point d’application de cette force par rap-
port a ces axes.

D’aprés cette expression, le viriel d'une force liée AP rela-
tivement & un pdle O, n’est wutre que le travail effectué par
cette force agissant toujours parallelement a elle-méme, si
son point d'origine était déplacé du pole O au point d’appli-
cation A de celte force.

Cette méme expression a été utilisée d’abord par Crausius

1 M. AppPELL a donné le nom d’une force liée a un point, & une force AP appliquée a un
point A déterminé de l'espace. Nous adopterons cette dénomination dans tout ce qui suit.

L’Enseignement mathém., 20¢ année; 1919. 28
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