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minima de ScuHErk est immédiatement déterminée par application d_e cetle
formule.

Cette formule remarquable (ainsi qu'une formule analogue egalement'

retrouvée par M. CLapiER, pour l'expression générale de la courbure totale
d’une surface) a d'ailleurs été donnée depuis déja longtemps par BoRCHARDT :

C.-W.Borcuarpt : Sur la quadrature définie des surfaces courbes, Jour'nql
de Mathématiques pures et appliquées (de LiovviLie), t. XIX, 1854, p. 369-
394.

Deux théorémes de M. Borcuarpr sur les fonctions symétriques d une
équation algébrique et sur les rayons de courbure principaux des surfaces,
Nouvelles Annales de Mathémaltiques, t. XIV, 1855, p. 26-27.

Cette formule permettrait de rattacher le probleme des surfaces minima
A un probléme de la théorie des tourbillons _
Emile Tureriire (Montpellier).

G.-H. HaLpuen. — (Buvres publiées par les soins de C. Jorpax, H. PoINCARE,
E. Picarp, avec la collaboration de E. Vessior. Tome [II. — 1 vol. gr.
in-80 de viri-560 p.; 40 fr. ; Gauthier-Villars, Paris, 1918. :

Ce second volume s’ajoute, aprés un temps fort court, eu égard aux cir-
constances actuelles, a celui déja analysé dans cette Revue (1916, p. 365). II
ne semble ni moins riche ni moins intéressant que le premier et contient
tout d’abord les deux ultimes Mémoires Sur les caractéristiques des sys-
témes de coniques; cette question, rappelée et située dans la précédente
analyse, considérée comme si décevante par Chasles et toujours emplie d'un
malaise de non rigueur que de Jonquicres ne fit qu’'augmenter, recut, comme
on sait, une solution irréprochable de l'irréprochable algébriste qu’était
Halphen. La publication du Tome II de ces OEuyres, complete et rassemble
ainsi tous les efforts faits pour résoudre un probléme, qui mérite une célé-
brité fort comparable a celle des plus fameuses énigmes éclaircies a la fin
du dix-neuvieme siécle. ‘

En ne citant que les principaux écrits, nous en trouvons ensuite deux
autres beaucoup plns courts mais presque aussi réputés que les précédents.
Ils étudient le mouvement d’un point sur une conique et monirent que la loi
de Newton est indépendante de considérations focales. Il importe de remar-
quer qu’il ne s’agit pas la de quelque fantaisie analytique, mais bien d'un
probléeme de Mécanique céleste introduit par Tisserand dans son grand
Traité et qui pourrait correspondre, par exemple, a la justification de la loi
newlonnienne pour des systémes stellaires doubles, dont I'observation serait
insuffisante & déceler des propriétés focales.

Voici maintenant la profonde proposition d'algébre sur la possibilité de
mettre un polynome a deux variables sous la forme Ag 4+ B ou ¢ et ¢ sont
donnés. C'est I'un des pivots de la moderne théorie des surfaces algébriques,
comme on peul s’en convaincre en ouvrant le tome 11 des Fonctions de deux
variables de M. Emile Picard. ,

Quel mathématicien actuel, choisi parmi les plus savants, pourrait dire,
a brile pourpoint, ce qu'est la «suite de Farey» ? C'est 'ensemble des
fractions réduites dont le dénominateur ne surpasse pas un entier donné.
Elle a d'élégantes propriétés qu'Halphen généralise et elle aura. de plus,
pour beaucoup, !'attrait de la nouveauté.

Abordons les si importantes recherches d'Halphen sur les points singu-
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liers des courbes gauches et les lignes singuliéres des surfaces algébriques.
La notion de cycle, déja bien connue pour les courbes planes et dont I'im-
portance n’a fait qu'augmenter par la suile, est étendue avec une grande
habileté. Il faut encore remarquer 'emploi du théoréme égalant le nombre
des zéros et des infinis d'une fonction rationnelle des coordonnées d’une
courbe algébrique; il intervient avec une facilité inattendue dans les rela-
tions liant les ordres, les classes, les rangs relatifs 4 une courbe gauche.
Les covariants différentiels des courbes gauches naissent en cherchant les
points de cette courbe ol une certaine équation différentielle est satisfaite ;
J'ai déja signalé le probléme correspondant pour les courbes planes en ana-
lysant le volume précédent. ,

Sur les surfaces, les cycles proviennent, en général, de nappes et non de
branches ; les cycles de nappes ont des propriétés dualistiques trés simples
notamment quant aux contacts. Les lignes asymptotiques jouent ici le role
de lignes singuliéres a role simplificatear et toutes les belles propriétés
ainsi obtenues sont finalement vérifiées sur les surfaces de révolution et les
surfaces réglées.

Aux covariants différentiels s'ajoutent les invariants différentiels ; c’est
d’ailleurs une idée, chére a Halphen, qui reparait sous des formes multiples.
Cette idée a dailleurs été quelque peu transformée par la théorie des
groupes, mais je crois bien que c’est encore 4 Halphen qu’il faudra remonter
si I'on veut retrouver toute I'élégance géométrique du sujet primitif. L’in-
variant qui fut d’abord nouveau pour I'auteur provient d’'une cubique ayant
avec une courbe plane, en M, huit points communs confondus d’ol un neu-
viéme point N fixe sur la cubique et qui correspond de maniére univoque
& M. Les correspondances dues & de telles surosculations s’étendent méme
aux courbes gauches et donnent des théorémes d’intégrabilité pour les équa-
tions différentielles.

Les fonctions elliptiques apparaissent, en nombre de pages, pour nous
donner sans doute quelque idée de ce que la mort n’a pas permis a Halphen
de mettre en son grand Traité.

La relation bien connue, dite « équation a trois termes » pour la fonction g,
's’écrit aussi bien pour la fonction H. Elle peut se vérifier aussi pour des
polynomes, ce qui entraine I'intégration algébrique de *

dy _3yly +1) — bx
dx = x(8y — 1) '

Certaines extensions aux équations aux dérivées partielles sont possibles.

Pour en revenir aux invariants différentiels des courbes gauches il faut
évidemment citer, en tout premier lieu, le travail d’une centaine de pages
publié, en 1880, au Journal de I’Ecole polytechnique. Ony trouve les résul-
tats les plus divers appuyés sur des considérations d’apparence élémentaire
telles la recherche des lignes invariantes par transformation homographique;
il y a aussi des transformations qui changent un invariant de courbe plane
en un invariant de courbe gauche ; par surcroit, on intégre chemin faisant
de nombreuses équations différentielles. ..

Le dernier tiers du volume renferme de nombreux petits Mémoires qui
rappellent beaucoup ceux d’Hermite. Il y a la des polynomes a propriétés
curieuses, des équations différenticlles élégamment intégrables, des inté-
grales définies et, tout particuliérement, des études concernant, pour des




BIBLIOGRAPHIE 395

séries abéliennes, des questions de validité qui ne furent point traitées par
Abel. :

Je n’ai cité que les points les plus saillants. Beaucoup de théorémes
d’arithmétique s’imbriquent sur tout I'ensemble. A tous les points de vue,
ce second tome peut élre un magnifique et puissant instrument de travail.

Des faits récents viennent a l'appui de cette maniére de voir; les surfaces
et surtout les courbes gauches algébriques attirent a nouveau I’attention
des géométres. Ces sujets sont actuellement repris, développés, prolongés
ainsi que peut en faire foi la Théorie des courbes gauches algébriques pro-
fessée en Sorbonne et récemment publiée par M. R. de Moutessus (Paris,
Croville-Morant, 1918). Nous aurons l'occasion de revenir prochainement
sur cette nouvelle publication qui, en effet, et comme I'indique lauteur lui-
méme, s'appuie tout particuliérement sur l'ceuvre d’Halphen. .

A. BunL (Toulouse).

A. Lawy. — Lehrbuch der Algebra. Erster Teil : Grundlagen der Arith-
metik. — 1 vol. in-80,°398 p., 12 M. ; Veit & Cie, Leipzig.

Ce volume, qui a pour objet les principes de I'arithmétique théorique,
forme le tome 1 d’'un Traité d’Algébre destiné aux étudiants des Universités.
Apres s’étre familiarisés dans l'enseignement secondaire avec la pratique
des .opérations arithmétiques et algébriques, il est indispensable que les
étudiants en mathématiques fassent une étude approfondie des principes
modernes de l'arithmétique théorique et de P'algébre. Ils doivent avoir des
connaissances précises sur les théories fondamentales concernant les notions
des nombres rationnels, nombres irrationnels, les fractions continues, les
puissances, les racines, lés logarithmes, les limites, les séries, le dévelop-
pement du bindme, les produits infinis. Tous ces objets, limités au domaine
réel, sont étudiés dans ce volume dans leur enchainement logique avec la
précision et la rigueur nécessaires. L 'auteur a tenu.compte des progres
récents réalisés grace a l'introduction des.notions de groupes et de corps.
Son Ouvrage sera consulté avec fruit non seulement par les étudiants mais
aussi par les professeurs. : H. F.

R. pe MonTtessus pE BaLLore. — Introduction a la Théorie des Courbes
gauches algébriques. Cours libre professé & la Faculté des Sciences de
Paris, recueilli et rédigé par M. Voer. — 1 vol. autographié, gr. in-4°
de 112 p., avec figures, 12 fr.; Croville-Morant, Paris, 1918.

C’est presque une stupéfaction que de parcourir ces pages siintéressantes.
Quoi, il y a tant de choses dans les intersections de quadriques dont ne
parlent point les traités qui s’étendent tant sur les quadriques elles-mémes!
Vraiment la lacune était regrettable!

Le point de départ de I'auteur est général.uUﬁe courbe gauche algébrique
est l'intersection de deux surfaces algébriques; si, entre les équations de
celle-ci, on élimine z puis toutes les puissances de z sauf z, la courbe a
pour équations i ' ' )
plz, y) =0, = ¥z J)

L, )

et son étude est celle d’'une fraction rationnelle sur la courbe ¢ = 0. C’est
le point de vue utilisé par Cayley et Halphen. Il suffirait & imposer la géo-
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