Zeitschrift: L'Enseignement Mathématique
Herausgeber: Commission Internationale de I'Enseignement Mathématique

Band: 20 (1918)

Heft: 1: L'ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE
Artikel: DEUX RECENTS OUVRAGES DE GEOMETRIE
Autor: Buhl, A.

DOl: https://doi.org/10.5169/seals-18020

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 08.01.2026

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-18020
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

DEUX RECENTS OUVRAGES DE GEOMETRIE

PAR

A. Buntr (Toulouse).

(C’est uniquement a propos de deux récents Ouvrages, dus,
I'un a Gaston DarBoux!, l'autre a M. Maurice d’OcAGNE 2,
que ces quelques pages sont écrites. il ne s'agit pas de faire,
de maniére originale, une nouvelle apologie des vues géné-
rales que des savants francais ont eues sur la Géométrie pro-
prement dite, mais il semble excellent de signaler avec quelle
facilité chacun pourra sy initier ou se les remémorer rien
qu'en prenant pour guides les deux Ouvrages en question.

Susceptibles d’étre éloquemment rapprochés quant a la
maniére dont ils peuvent se compléter I'un I'autre, une coin-
cidence fortuite les a fait paraitre la méme année, en 1917,
Représentant I'un un enseignement de la Sorbonne, autre
un enseignement de 'Ecole polytechnique, établissements
opposés parfois I'un a P'autre dans un esprit de rivalité o
I’on ne peut voir heureusement que de I’émulation, ils ré-
sument deux courants issus des sources les plus hautes et
sont manifestement appelés a donner une orientation nou-
velle aux cours des Facultés et des classes de Mathéma-
tiques spéciales. )

Beaucoup de choses tendent a réunir les deux livres. Si
nous ouvrons d’abord celui de M. G. Darboux, nous lisons..
sous le titre du premier chapitre, que «le butde ces Lecons
est 'exposé des principes sur lesquels reposent les décou-

Y Principes de Géométrie analytique, 1 vol. in-8° de vI-520 p. et 27 fig. Pavis, Gauthier-
Villars. Prix : 20 fr. _

2 Cours de Géométrie pure et appliquée de UEcole polytechnique. Tome 1. Vol. in-8 de
X11-375 p. et 135 fig. Paris, Gauthier-Villars. Prix : 16 fr.
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vertes qu'on doit a Monge et a son école ». Mais si Monge,
dans un ouvrage magnifique, a merveilleusement appliqué
’Analyse a la Géométrie, il est aussi le créateur de la Géo-
métrie descriptive; sa synthese, son intuition des tracés ne
furent inférieurs en rien aux productions de son ana]yse. 1
est aussi grand maitre en Géométrie analytique et en Géo-
métrie pure appliquée ou non. Si G. Darboux se réclame de

Monge, comment imaginer que le patronage d’un des fon-

dateurs de I'Ecole polytechnique ne soit accepté, par M.
d’Ocagne, avec le méme el fécond enthousiasme !

*
x* ¥

La clarté exige, en général, qu'on ne parle point de deux
livres a la fois en les entremélant page a page. Mais, en ce
qui concerne les débuts de ceux-ci. c’est plutdt la séparation
qui serait maladroite tant ils s’inspirent, avec un méme bon-
heur, des mémes idées générales qui, appliquées a des
exemples différents, se renforcent singuliérement du fait de
ces deux expositions dont chacune est également originale.

I1,idée fondamentale est celle de transformation; la trans-
formation la plus simple ne fait appel qu'aux formules du
premier degré; elle est homographique. Elle change les
droites en droites en conservant le rapport anharmonique
de quatre points alignés. Voila, dira-t-on, qui est banal et
fixé depuis fort longtemps! Eh bien, il y a peut-étre déja
beaucoup a dire, beaucoup a approfondir, beaucoup a lier
avec les régions les plus modernes de la Science.

Quelle est 'origine intime du rapport anharmonique ? Le
fait de juger cette notion par son extraordinaire fécondité
ne masque-t-il pas la genése que M. Darboux tient a révéler
tout d’abord ? ‘

A quatre points alignés, A, B, M, M’, attribuons les coor-
données homogenes

X , b , z , t (A

x’ , 3’ , 27 , t’ , (B)
x 4+ ', y 4+ 7 s -+ Az’ t -+ M, (M)
R S A ¥+ 2y, = - N t A (M7} -

~
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On aura
MA % M’A ot
ME— "*7  wm=— V7o

On voit que de tels rapports, méme s’ils sont géométri-
(quement invariables de par la fixité des points A, B, M, M’,
varient de par le choix des notations; il n’en sera plus de
- méme pour le quotient de ces rapports, quotient qui ne dé-
pend plus du multiplicateur ¢": .

Et ce qui vient de naitre sous les traits d’une telle inva-
riance, c’est précisément le rapport anharmonique ! Peut-étre
y a-t-il 1a Pexemple le plus élémentaire d'une genése qui se
présente dans les parties les plus élevées des Mathématiques.
Des fonctions elliptiques, fuchsiennes, etc., révélent préci-
sément lenrs si remarquables propriétés exactes comme quo-
tients de fonctions © a multiplicateurs se détruisant dans la
division.

Mais ne nous éloignons pas du rapport anharmonique qui,
«éfini a I'aide de segments réels, va faire un bond merveil-
leux dans le domaine imaginaire.

Un angle AOB =« ayant son sommet joint aux ombilics
I et J de son plan donne ainsi un faisceau O. ABIJ de rapport
anharmonique ¢*®. C'est la une remarque faite par Laguerre
alors qu’il n’était que candidat 4 I’Ecole polytechnique ; il ne
fallait qu’y penser tant la démonstration est simple, élé-
mentaire, immédiate. C'est la possibilité d’étendre aux
angles les transformations et démonstrations projectives
tant travaillées par Chasles et Poncelet. C’est la porte ou-
verte sur les géométries non euclidiennes qui naitront deés
que l'on remplacera I'ensemble des points I et J par une
conique quelconque. Et cependant, au point de vue didac-
tique, cette si remarquable définition de 'angle n’avait 616
accueillie jusqu’ici qu’avec une réserve véritablement injuste.
E. Duporcq lui avait donné sa véritable place dans ses Pre-
miers principes de Géomélrie moderne, mais, parmi les col-
legues immédiats du jeune géometre si prématurément dis-
paru, personne n’en avait fait une des bases fondamentales
d’un ouvrage pédagogique. C’est chose faite maintenant et,
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quant a cetle introduction dans I'enseignement, G. Darboux
et M. d’Ocagne sont admirablement d’accord.

Enormément de choses resteraient a dire quant au déve-
loppement immédiat de tels préliminaires. Force d’étre tres
bref, je signalerai seulement les coordonnées tétraédriques
maniées par Plicker et Mobius sans adjonction essentielle a
ce qu'on peut lirer de ’homographie générale. La dégéné-
rescence de 'homographie en homologies, les transforma-
tions dualistiques, sont ici et resteront toujours les plus
vivants exemples de ces transformations qui relévent autant
de 'Analyse que de la Géométrie, puisque pour en saisir
complétement toute la puissance et toute la profondeur, il a
fallu poursuivre dans le champ imaginaire tous les concepls
nés d’abord dans le domaine réel.

Séparons maintenant deux Quvrages qui, d’accord sur les
points de départ, ont envisage des problémes différents.
Voyons d’abord celui de Gaston Darboux.

La Seconde Partie est intitulée: Définitions métriques.

Un concept des plus ingénieux consiste, étant donnés deux
points quelconques, A et B, a considérer le quadrilatére
ABIJ ot I et J sont toujours les points cycliques du plan;
en tant que quadrilatere complet, celui-ct a deux autres
sommets A" et B’ _ |

Avec ces segments associés AB et A'B’, la définition de
Pangle due a Laguerre et de faciles caleuls d’exponentielles
imaginaires, on reconnait que les deux propriétés du cercle,
comme lieu d'un point d’ou l'on voit une corde sous un
angle donné et comme lieu d’un point dont les distances a
deux points fixes sont en rapport constant, sont associables
d’'une maniére telle qu’on peut découvrir des courbes, de
tous les degrés, ou ces propriétés sont considérablement
généralisées. ‘

De telles considérations sont aisées a transporter du plan
a la sphere. Si, sur cette derniére surface, on met en évi-

L’Enseignement mathém., 20e année; 1918. 3
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dence les génératrices rectilignes imaginaires, au mbyen
des formules bien connues '

1 —af ‘.1+af3

R
r = —— y =i , z:d—l—v,
a— B a—f a—f

tout déplacement de la sphére sur elle-méme revient 3 une
méme substitution linéaire effectuée sur o et B, soit, par
exemple,

O(___mcx-—l—n B___mB—i—n
Copetg TP g

De ce théoréme, dit a Cayley, on peut encore s’élancer
dans les plus hautes régions de I’Analyse. Des substitutions
linéaires en litige on s’éléve aux groupes et aux fonctions
polyédriques, proches parents des groupes et fonctions mo-
dulaires, des groupes fuchsiens et des fonctions fuchsiennes
de Poincaré. Et comme des substitutions linéaires de méme
structure définissent I’homographie rectiligne avec toutes
ses belles conséquences intuitives et constructives qu’on
considere d’ordinaire comme appartenant a la Géométrie
absolument pure, on est saisi d’'une admiration sans bornes
en constatant que ces diverses régions des Mathématiques
se lient et se déroulent derriére les substitutions du type si
simple

__mz 4 n
= m .

Les points associés, signalés tout a I'heure dans le plan,
se retrouvent aisément sur la sphére, car deux génératrices
imaginaires passant par A et deux autres, passant par B,
forment un quadrilatére. De cette méthode des points asso-
ciés on conclut aussi, sur la sphere, des courbes analogues
aux courbes algébriques planes qui présentaient une géné-
ralisation des deux propriétés fondamentales du cercle indi-
quées plus haut.

La Troisiéme Partie de I'euvre de G. Darboux est consa-
crée aux théorémes de Poncelet sur les polygones inscrits
et circonscrits aux coniques. C’est un sujet intimement lié
aux précédents, car les génératrices rectilignes, réelles ou
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imaginaires, d'une quadrique donnent, par perspective, des
tangentes a une conique. Toutefois, cette remarque faite, il
semble préférable d’étudier les choses, dans le plan méme
de la conique, au moyen d'un systeme de coordonnées ul
permet d’étendre certains théorémes a la Poncelet aux cu-
biques et méme & des courbes algébriques de degré quel-
conque. |

De ces préliminaires on passe a I’équation d’'Euler et aux
théorémes, tels que ceux de Graves et de Chasles, ou inter-
viennent des arcs d’ellipse, mais ce qu’il faut bien remarquer,
c’est que tout ceci peut contribuer a la théorie des fonctions
elliptiques, sans en &tre issu. Ce point de vue est celui avec
lequel Halphen commencait déja son Traité; nous le retrou-
verons encore, tout & I'’heure, dans le Cours de M. Maurice
d’Ocagne. |

Gaston Darboux, dans une Quatriéme Partie, traite de la
Géométrie cayleyenne.

Nous avons déja vu comment Laguerre considérait I'angle
qui, en Géométrie ordinaire, reste cependant séparé de la
notion de distance. Il n'en est pas de méme en Géométrie
sphérique, les distances sphériques étant aussi des angles.
Or une perspective, centrée comme la spheére, permet de
définir, dans le plan, des distances analogues aux distances
sphériques. On imagine alors aisément une quadrique quel-
conque, dile absolue, qu’une droite AB coupe en M et N et
qui permet de définir la distance AB par le logarithme du rap-
port anharmonique des points A, B, M, N. De méme 'angle
de deux plans P et Q, d'intersection A, si 'on meéne par A
deux plans tangents U et V a I'absolu, est défini par le loga-
rithme du rapport anharmonique des plans P, Q, U, V.

La Géométrie cayleyenne ainsi constituée permet aisément
de descendre aux Géomélries non-euclidiennes. Elle admet
des déplacements et une Trigonométrie générale revenant
aussi a4 des combinaisons simples de substitutions linéaires;
elle a ses aires et ses volumes correspondant a 'invariance
d’intégrales doubles ou triples.

L’ceuvre se termine avec une Cinquiéme Partie consacrée
a 'inversion.
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Un des poinls préliminaires et fondamentaux est relalif a
la définition des focales d'une surface, laquelle généralise
la définition de Plucker concernant les fovers des courbes
planes. Les focales sont les lignes doubles d'une dévelop-
pable circonscrite a la fois a la surface et au cercle imagi-
naire de l'infini. La notion de développable isotrope joue
également un role puissant et curieux, mais ce sonl les mer-
veilleuses coordonnées pentasphériques qui constlituent, &
coup sur, le meilleur moyen d'Investigation analytique a
associer a l'inversion. Les coordonnées tétraédriques se
peuvent facilement interpréter en associanl-a un point ses
distances a quatre plans; de mé¢me les coordonnées penta-
sphériques font intervenir les puissances d’'un point par rap-
porta cinq sphéres; elles donnent entre sphéres quelconques ‘
des formules analogues a celles de la Géométrie analytique
ordinaire entre plans.

Clest ici qu'apparaissent des surfaces de quatriéme degré
aux propriétés extrémement nombreuses : les cyclides. Etu-
diées, au point de vue analytique, par Gaston Darboux, au
point de vue géométrique par G. Humbert, on peut (rés sim-
plement les considérer comme enveloppes de sphéres: ce
sont peut-étre les seules surfaces du quatriéme degré, de
quelque généralité, que I'on puisse étudier profondément en
coordonnées cartésiennes. En coordonnées pentasphériques
elles sont du second degré et se laissent alors si compléle-
ment manier comme des quadriques, qu'on peut construire
un systeme triplement orthogonal formé de cyclides tout
comme on construit le systéme élémentaire formé de (qua-
driques véritables.

(Vest tout particulierement dans cette derniére Partie que
Pon retrouvera presque tout ce que G. Darboux avait déja
publié, en 1872, dans un Ouvrage Sur une classe remar-
quable de courbes et de surfaces algébriques et sur la Théorie
des imaginaires, Ouvrage déja si remarquable qu’il en étail
devenu rarissime malgré une réimpression effectuée en 1896.
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Revenons maintenant au livee de M. Maurice d'Ocagne.

Il faut une grande originalité d’esprit pour occuper digne-
ment la chaire de Géoméirie de I'Ecole polytechnique. Les
besoins pratiques sont impérieux quant a tout ce qui se
traite sur épure, mais beaucoup de mathématiciens consi-
dérent cela comme un domaine géométrique monolone ou la-
découverte soudaine et sensationnelle d’'un brillant théoréme
ne semble pas pouvoir étre espérée. La conception, nous le
verrons plus loin, est peut-étre étroile mais, quoi qu’il en
soit, les professeurs de I'Ecole ont élargi le champ. Amédée
Mannheim, par exemple, s’illustra avec la Géométrie ciné-
matique. Est-il besoin de rappeler que M. d’Ocagne est un
créaleur en matiére de Nomographie? Les développements
nomographiques sont surtout réservés & un Tome 11, mais
déja le Tome 1, aujourd’hui publi¢, contient de nombreuses
amorces & ce sujet; les préliminaires relalifs aux transfor-
malions en témoignent.

Quant aux tmnsiormatlons pratiques, 1l fallait naturelle-
ment faire une grande place & la perspective. Il est clair que
le trait de perspective doit pouvoir résoudre toules les ques-
tions susceplibles d'étre ratlachées au trail de descriptive,
mais ¢’est surtout la une remarque théorique; la perspec-
tive a ses méthodes qui demandent quelque élude pour elles-
mémes. Et il semble qu'en rattachant a la perspective des-
queslions plus ordinairement traitées en descriptive, l'auteur
a fait montre d'une premiére originalité.

Il montre I'importance de la perspective axonométrique
en laquelle 'objet a représenter est lié & trois axes rectan-
gulaires qu’on projette avec lui. Puis, par des posilions plus
partwul éres de ces trois axes, la perspective devient isomé-
trigue et enfin cavaliére. J'imagine que des lecteurs n a}ant
point la patience de faire des épures,” peuvent cependant
étre grandement intéressés par I'élégance avec laquelle de
telles vues procedent du général an particulier. |

Parmi les questions les plus ingénieusement traitées, je

«signalerai le contour apparent de la sphére (p. 61), la mise en
perspective du cone circulaire (p. 71), I'tmage d’un point
dans un miroir quelconque {p. 81), 'ombre intérieure a un
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cylindre circulaire (p- 85). Le probléme de la restitution
comprend comme cas particulier mais d’une importance pra-
tique capitale, la Métrophotographie du Colonel Laussedat.

La Premiére Partie de I'Ouvrage ayant été consacrée aux
Transformations géométriques, notons que tout ce qui con-
cerne la Perspective et forme une Seconde Partie, n'occupe
que 78 pages; c'est d’une condensation fort heureuse, qui
conserve l'enti¢re beauté des méthodes sans les disperser
sur une multiplicité d’exemples empruntés a la pratique.

Une Troisiéme Partie est consacrée a la Géométrie infini-
tésimale.

Dans la transformation infinitésimale des figures planes,
lun des résultats les plus importants est di au Colonel
Mannheim; il lie les six normales aux trajectoires des som-
mels et aux enveloppes des cotés d'un triangle variable de
position et de forme. Avec quelques brefs développements
sur la variation de longueur d’un segment, on peut aborder
la courbure des coniques et des tractrices, les théoréemes de
Graves et de Chasles sur les arcs d’ellipse, la courbure des
caustiques et des podaires. A cette Géométrie différentielle,
on peut adjoindre sans peine certains résultals concernant
les aires, par exemple l'aire de la couronne détachée dans
une courbe fermée par un point marqué sur une corde de
longueur conslante.

Beaucoup d’éléments différentiels obtenus par les mé-
thodes précédentes peuvent s’annuler de maniére simple ou
symétrique, d’on de trés élégants théorémes de maximum
ou de minimum. |

Dans l'étude des surfaces développables, M. d*Ocagne
arrive au développement en suivant attentivement la défor-
mation de I'aréte de rebroussement.

L'étude de la courbure d'une surface autour d’un de ses
- points comporte des résultats d’une simplicité étonnante et
cependant peu connus. Ainsi Mannheim et 'auteur lui-méme
ont donné une formule liant la courbure d’un contour appa-
rent et la courbure d'une surface en l'un des points. de con-
tact avec le cylindre projetant.

Tres élégante démonstration géométrique pour le théo-
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réme de Malus et de Dupin sur les faisceaux de rayons qui,
avant et aprées réfraction sur une surface quelconque, ad-
mettent des surfaces qui leur sont orthogonales. Puis digres-

sion des plus utiles sur la notion méme de courbure super-

ficielle; sur une surface, 'idée de courbure a quelque chose
d’arbitraire, et différentes définitions semblent généraliser
dans des voies diverses la notion qui est si simple pour une
courbe plane. C’est ce que montre, par exemple, la courbure
moyenne quadratique de Casorati, aisée a adjoindre et &
comparer aux courbures moyenne et totale d’aspects beau-
coup plus classiques.

Les lignes tracées sur les surfaces nous conduisent aux
lignes de courbure dans les systémes triplement orthogo-
naux, aux asymptotiques et a leur courbure régie par le
théoréme de Beltrami, surtout 4 ces admirables géodésiques
qui permettent de généraliser la Géométrie plane sur une
surface quelconque. Les lignes de courbure de 'ellipsoide,
si simplement déterminées déja en faisant entrer cette sur-
face dans le systeme triple orthogonal bien connu, sont aussi
facilement déierminées comme coniques géodésiques a foyers
aux ombilics de la quadrique.

Soyons brefs pour la théorie des surfaces gauches en nous
bornant & signaler une représentation géométrique du para-
métre de distribution due encore 4 Mannheim.

Le conoide de Plicker ou cylindroide, étudié par MM.
Appell, Bricard, d’Ocagne, est un exemple sans rival pos-
sible.

Aprés les surfaces réglées il était naturel de placer ces
multiplicités rectilignes plus vastes que constituent com-
plexes et congruenceé. D’ott une Quatriéme Partie consacree
A la Géométrie réglée. Le complexe linéaire y tient naturel-
ment la place principale avec ses propriétés de polarité qui
offrent une curieuse analogie avec les propriétés de polarité
des quadriques; il s’apercoit aisément, en bloc, comme
formé par l'ensemble des binormales d’'un ensemble d’hé-
lices circulaires de méme axe et de méme pas.

La Cinquiéme et derniére Partie du volume concerne la
Géométrie cinématique.
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‘Cette science si captivante entrevue par Cauchy, précisée
par Chasles avec la notion du centre Instantané, doit encore
ses plus admirables développements au Colonel A. Mann-
heim. |

Les Principes et développements de Géométrie cinématique
constituent 'un des plus beaux Ouvrages dont puissent se
glorifier la Science francaise et I'Ecole polytechnique.

M. d’Ocagne a réussi une exposition fort originale et
esthétique: ainsi il est banal d’étudier les trajectoires ellip-
tiques des points d’un segment dont les extrémités glissent
sur deux droites rectangulaires, mais on voit, avec un vif
intérét, qu’on peut rattacher a cette question la conslruction
d'une conique déja rencontrée en Perspective.

Quant au mouvement plan le plus général, il aboutit sur-
tout au théoréme de Savary qui lie la courbure d’une trajec-
toire aux courbures de la courbe roulante eof de la courbe
rail. Ce théoréme est ensuite appliqué et mis en valeur dans
le cas des épicycloides ; pour ces courbes, le lieu des centres
de courbure des éléments de trajectoire correspondant aux
différents points du cercle roulant est lui-méme un cercle,
et les développées sont aussi des épicycloides. L’auteur a
dailleurs publié des recherches originales sur ces théoréemes
et d’autres de méme genre dans une Kiude géométrique
toute recente (Nouvelles Annales de Mathématiques, 1915,
p. 533).

L’exposition est encore d’une clarté particuliérement sai-
sissante dans le déplacement d'un solide par roulement et
glissement d’une surface réglée mobile sur une surface
‘réglée fixe. Dans le déplacement instantané, dans la viration,
toutes les normales possibles aux trajectoires de la figure en
mouvement forment un complexe linéaire atlaché a un en-
semble instantané d’'hélices, complexe qui est précisément
celui signalé plus haut et étudié dans la Géomeétrie réglée.
Les Géométries cinématique et réglée sont ainsi vivement
éclairées I'une par Pautre et a propos d’une question fonda-
‘mentale. On s'éleve de la a des complexes non linéaires
formés par les tangentes aux trajecloires et par les caracté-
ristiques des plans en mouvement, mais ils se confondent
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avec le complexe des droites telles que leurs conjuguces,
par rapport au complexe linéaire précédent, leur soient rec-
tangulaires.

Aux mouvements a deux degrés de liberté correspondent
des surfaces tra ]ectou‘es dont I'ensemblé des normales est
une congruence linéaire commune aux complexes linéaires
correspondqnt respectivement & deux virations particuliéres.
On en conclut immédiatement que ces normales, pour chaque
position de la figure, rencontrent deux droites; c'est le théo-
réeme de Schonemann et Mannheim. |

Diverses surfaces hélicoidales illustrent la théorie des
mouvements spatiaux; vient ensuite la surface de 'onde non
sans des préliminaires trés généraux sur la cinématique des
surfaces apsidales.

Diverses Notes terminent l'ouvrage.

‘Dans des Notions complémentaires sur les transformations
géoméiriques, sont adjointes aux transformations linéaires
et 4 I'inversion étudiées dans le corps du volume des trans-
formations analytiques plus générales, notamment des trans-
formations quadratiques. Pour des quadriques quelconques
les représentations planes sont aisées; pour les surfaces
cubiques la chose ne saurail étre sans droites existant sur la
surface, et c'est en approfondissant cette remarque qu'on
peut arriver a mettre en évidence toutes ces droites qui, on
le sait, sont au nombre de 27.

Avec la Note Sur un procédé de mise en perspective sans
lignes de construction, il y a vraiment de quoi s’élonner et
s‘emervelller. Sur une épure, des faisceaux homographiques,
par certains rayons imaginaires, révelent des rotations qui
résolvent alors immédiatement un probléeme de perspective!
C’est d’une synthése admirable et qui montre bien qu'il n’y
a plus lieu de distinguer la Géométrie pratique et monotone
des atlas, de la Géométrie analytique la plus abstraite ; tout
cela estla Géométrie! Et soyons reconnaissants a M. d’Ocagne
qui a poussé loin I'art de nous le faire comprendre

On pourrait d'ailleurs en dire autant quant a une troisiéme
Note Sur un procédé de restitution perspective fondé sur l'ho-
mologte; ici, dans un probleme cartographique, des poinis
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éminemment réels sont maniés comme intersections de
droites isotropes.

Pour Gaston Darboux, I'imaginaire doit jouer, en Géo-
métrie comme en Analyse, un role explicatif fondamental.
M. d’Ocagne nous montre, en outre, que dans des problémes
géométriques, indéniablement tenus d’avoir des solutions
réelles, les notions imaginaires peuvent jouer un réle inter-
médiaire des plus pratiques. Une telle assertion serait banale
en Analyse mais combien elle est plus neuve dans le domaine
des épures !

Des Exercices complémentaires relatifs a la Géométrie
infinitésimale des courbes planes exposent les élégantes
recherches de M. d'Ocagne sur les adjointes infinitésimales
a une courbe donnée. Ces adjointes sont telles que la con-
naissance d'infiniment petits du (n — 1)™° ordre y relatifs
définit les infiniment petits du n™° ordre relatifs a la courbe
primitive. C’est ainsi qu’on peut avoir des propriétés de
courbure relatives a une certaine courbe connaissant des
propriétés des tangentes ou des normales de la courbe ad-
jointe.

Une cinquiéme et derniere Note Sur lattraction d’une
couche ellipsoidale, monlre encore le secours que les re-
marques géométriques peuvent apporter quant a l'évaluation
de certaines intégrales.

Aprés de telles citations il serait superflu de faire un effort
de style pour écrire quelque conclusion grandiose. Félicitons-

nous, tres simplemen!, d’avoir vu paraitre ensemble deux.
9

Ouvrages ou apparait si clairement le génie propre a celte
science géométrique dont les plus beaux développements
sont dus & des géometres francais.
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