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EXTENSION DE LA NOTION DE JACOBIEN

PAR

M. Stuyvaert (Gand).

1. — On connaît pour n fonctions à n variables, le théorème
de J.Bertrand relatif au déterminant fonctionnel ou Jacobien
J de ces fonctions1,

d, f dx<? d1xdiy..
J d-sfds<? d2x d-ty

les lignes du dernier déterminant ci-dessus étant n systèmes
d'accroissements des variables %, y,et les lignes du
premier déterminant étant les différentielles totales correspondantes

des fonctions /, 9,...
L'égalité ci-dessus résulte immédiatement de la règle de

multiplication des déterminants, et peut s'écrire en notation
abrégée,

J
D(/*' f*"-fn)
D(arlf oc2, xn)

Le Jacobien joue, à l'égard des fonctions de plusieurs
variables, un rôle analogue à celui de la dérivée d'une fonction

d'une variable. Ainsi la notation précédente conduit
immédiatement à ces deux corollaires :

1° Pour les fonctions inverses,

D (fi ' fi » • • • Q D ixlt X2,...xn)
^ ^

D (xv .r2,. xn) D (flf f2, Q
2° Pour les changements de variables (ou, ce qui revient au

1 Voir p. ex. Niewenglowski, Algèbre, t. II, p. 176.
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même, pour les fonctions de fonctions), si y2....y^
on a

D (/i ' ^ ' • • • /J
__

^ (/] ' fï » • • • 4* £> (*', X2, Xn)

D(Ji'r2,...jJ DK^2,...,xg
X

Df^, j2, jJ
en particulier si la substitution <p est linéaire, le second
rapport est le module de la substitution et l'on voit que le
Jacobien d un système de formes algébriques est un co-
variant.

Enfin on sait que si le Jacobien est identique à zéro, il
existe une relation identique entre les fonctions, ou bien
l'une d'elles est constante.

2. — La première extension de la notion de Jacobien est
relative a m fonctions de n variables {m ^ n), mais en prenant
toujours les dérivées partielles du premier ordre.

Le cas de m n ± 1 a déjà été rencontré, au moins pour
les formes algébriques, par L. Cremona et par nous, dans
nos Cinq Etudes de Géométrie analytique\ pour quatre
variables homogènes et trois ou cinq surfaces algébriques.

On peut évidemment considérer aussi deux ou quatre
courbes algébriques dans un plan : dans le premier cas on
a la matrice

IL LL IL
àx1 bx2 bx3

àg bg
à.Z\ bx2 bx3

qui s'annule pour des points du plan en nombre généralement.

fini; si f est de degré n et g de degré n!, ce nombre
est

(n — \ + n' — l)* — (n — l) (n' — 1 //* + nn' + «/a - 3 (n + n') + 3

Ce sont les points qui ont même droite polaire relativement
aux deux courbes. Dans le cas de deux coniques, ce sont les
sommets du triangle conjugué commun.

Si l'on a quatre courbes planes fd'ordres
1 Gand, Van Goethem, 1908, p. 30 et suiv.
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ni, ii3, /£4, la matrice Jacobienne représente des points
isolés en nombre

K — t + n2-- 1 + Hg — 1 (/?1 — 1 -f h2 — 1 -f /?4 — 1)

- (/,, - 1 + Al2 - l)2 + K - 1) K - 1)

— S /ïj 1I2 — 3S /i —f- 6

Ces points sont ceux dont les droites polaires, pour les
quatre courbes, passent par un même point. Parmi ces points
figurent les points communs aux quatre courbes, s'il y en a

(mais non pas les points doubles des courbes données).
Pour étendre à l'espace ordinaire, on pourra prendre deux

ou six surfaces, et les matrices ayant alors deux colonnes
de plus que de lignes, s'annulent pour des points isolés dont
l'étude est analogue à ce qui précède. Et de même pour
l'hyperespace.

3. — La matrice jacobienne étudiée à l'instant a un sens
pour toutes les fonctions possédant des dérivées partielles
et non seulement pour les polynômes homogènes. Son
évanouissement identique correspond encore, si aucune des
fonctions n'est constante, à une relatiôn identique entre les
fonctions.

Le théorème de J. Bertrand est applicable et donne (pour
fixer les idées)

K K dix 1 d2x1 d3x 1 d±xx
j

0*3 f

Ö© d© 0©
X d\ ^2 d2 d3 *2 d^ ^2

Ö.Tj ö*2 0*3
i

dxx3 d2 x3 d3 *3 d^ *3 j

^if f d?> f d^f

d1<p d2© (/3<p

îa multiplication est à droite et lignes par colonnes, suivant
l'usage de la théorie abstraite des matrices. Ecrivons ceci
en abrégé

J x M D

d'où
J D x M-1

L'Enseignement mnthém., 20e année; 1919. 23
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Corollaire pour les fonctions inverses :

~f ö<p

ÖX'2 Ö^2

¥ Ö<X>

0^3 Ô£8

ö/* Ö^p

x
di f d2 f dJ dJ
di9 d2 9 d?>? d4?

d, r, d
2 x\ dz*i d±x1

zzz t/j d2X2 d% d^x2 r

d1 x?j X» d3 ,r3 d
4 ^3

K X D : M d'où K M x D

en abrégé

par suite
J X K — I) x M-1 x M X D1 1

Corollaire pour le changement de variables : si les x sont

Ö-Tj
5 dû\ 4

dÛ2
ÙX2

ÔT* X X
ÔX3

dû\

ôJi
1 X 1

x to yA' ys, on a

Xi d2 •ri X1 Xl
di d2 x2 d ^ 2 di '^*2

d1 x3 d, x3 Xs Xs

en abrégé
L X N M ou L M X N"

M ayant le sens de plus haut. D'autre part,

dû\

K

öcp
x

en abrégé

dû\

diïs

dÛi

dû 5

J' x N D

dif
d,®
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N et D ayant le sens de plus haut. Or on a aussi J X M

d'où
J x M J' X N

J X M X N-1 J'

ou enfin
j x l J'

4. — Pour les fonctions u, vquelconques (algébriques

ou non) de x,y,on peut encore généraliser la notion du

jacobien en faisant intervenir des dérivées partielles d'ordre

supérieur au premier. Prenons le cas de deux fonctions et

deux variables, pour fixer les idées et posons

b2u b2U b2u

bX2 bX ÖJ ÖJ2

Ö2P b2V Ö2P

bX2 bxby ÖJ2

Cette matrice est identiquement nulle si Tune des fone-
I bll

tions u, c est linéaire en x et y, ou si — est une fonction

arbitraire de F - et— une fonction G de ^ arbitraire aussi
bx by by

sauf la restriction que la dérivée de G par rapport à x soit
identique à la dérivée de F par rapport a y. Nous laissons au
lecteur le soin de vérifier cette propriété et de la généraliser.

L'extension du théorème de J. Bertrand s'effectue en

multipliant (à droite et lignes par colonnes) la Jacobienne
ci-dessus par la matrice carrée

(d2x)2

2d2xd2y

(d2jf

M ~
(d1x)2 d1xd2x

2d^xd^y d^xd2y -j- d2xd

ce qui donne

Puisque

on en conclut

Kt)2

D

di y d2 y

d±u d^tidçU

d. vdn v
1 2dtv

J X M — D

J D x M~

d u
2

d\
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Le corollaire pour les fonctions inverses ne semble rien

donner d'intéressant.
Voici un corollaire pour les changements de variables.

Soient X, Y les nouvelles variables, J' la J^cobienne pour
ces nouvelles variables et N la matrice carrée analogue à M
pour X, Y ; alors

«•*)a \2K-X)2 + 2\}hdiXdiX + Y)2 (i 1, 2}

dt#diy=\\{diX)* + + \^)d£XdéY + [hlh(d,Y)»

dt xd2 m (X, dt X + ^ ^Y) (\ d2 X + ^ d2 Y)

\\dxXd%X + \^(dxXd2Y + d2XdxY) + [/^Y^Y
dxxd2y + d2xdxy

— [\dxX -f [J.1^1Y)(À1^2X -f [-».g^2Y) + (\^2x + H1! d2Y) {l2d1 X + y2d1Y)

2\\d1Xd2X + (Xl£i.2 + X2 jxJ {dx Xd2Y + d2XdJ) + Z^^dJdJ

x — Xj X -f- ^ Y

y — X2 X -(- ;j.2 Y

alors

etc.

Donc M est le produit (à droite) de

\ [Xj

\ H*2 ~f~ ^2 !J'l 2 [Xj [J.2 ou A
1 2

2 lJ'2 [J"2

par
KX,*

2rf1.\Vi,Y

rf, Xrf2 X

rf.XrfJ +„rf2Xrf1Y

d,Yd„Y

2d,Xd9Y

{d2Xf

(àj?
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cette dernière est N, finalement

r J X A X N x N"1 J X A

et la matrice carrée A ne contient que les éléments de la

substitution; on sait que le déterminant A vaut le cube du
module (1^2 — A2j^) de la substitution.

5. — Si la matrice proposée est

K

b2 II Ö2C

Ö X2 bx2

b2 u b2v

bx by bxby

b2u b2v

Ô? ÖJ2

le théorème de J. Bertrand est encore applicable, mais avec
multiplication à gauche,

donne

(d±x)2 2d1xd1y (dxy)2

dtxd2x d1xd2y + d2xd1y d1yd2y

(d2x)2 2d2xd2y

dt u di v

d1 ud2 n d1 vd2 v

72 ,2
a2u d2V

X K

De même pour le changement de variables et la substitution

linéaire, mais avec multiplication à gauche.
Un cas particulier de ce qui précède (et qui correspond

au Hessien dans la théorie du Jacobien) est celui où &, c,
sont elles-mêmes déjà des dérivées partielles d'une fonction

f.
Exemple

H

ôY
ïtx*

à4/"

Oy

ôy

b*f
ÖX2 ÖJ2

ôV
öx,3öj bx2by2 bxby3

bx öj3

yt
y4

Le théorème de J. Bertrand ne semble pas avoir ici d'ana-
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logue simple, mais bien le corollaire de la substitution
linéaire : le dernier résultat ci-dessus conduit à

5 /ôMA _b_/ ô»F \ b / b3F \ b /ô3 F
Sx \öx8/ bx \bX2bYy Sx VöXöT2y Fx V0Y3

_ö_/ö^F\ b / Ö3F \ b Ö3F \ b /ô3F\
bY \bX3y öY\öX2öYy bY \öXöY2y SY" yö^Y3y

X1 Pi

X2
X

fi* F\
bx [àX'J

1
'ô3F\

dy\växy

ö / è3 F \ b /53F
i\bX2bY/ &r\bXbY2/ bx \bY.

ö/ö3 F\ b / Ö3F \ b / Ö3F \ b /ö3F\
V0X7 ö/\öX2öYy bj\bXbY2/ ty\5T3)

où F désigne la transformée de /', c'est-à-dire

f(k1 X -{- X2 Y [J-i X -f- [J.2 1' ;

et la dernière matrice ci-dessus est à son tour le produit de
la matrice initiale par

XiX,

3^!^ 2X1X2[i.1 -{- A'i (J.J 2XiX2 [X2 -j- (j-iXj 3X2 ÎJ.J

[Aj X2 -j— 2Xj p.2 ^>1 [J-2 -1— 2p.jtj.2X2 3à2 (xa

Pi P1P2 F-iPa Pa

Dans cet exemple donc, la transformée s'obtient en multipliant

la matrice initiale à droite et à gauche par des tableaux
carrés ne contenant que les éléments de la substitution.
Pour le cas particulier du polynôme de degré 4 (ou en général

ft), les dérivées partielles sont, à un facteur constant près,
les coefficients et l'on obtient une propriété de matrices
invariantes signalées par nous dans YEnseignement
mathématique (1910).
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