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EXTENSION DE LA NOTION DE JACOBIEN

PAR

M. StuyvaerT (Gand).

1. — On connait pour n fonctions a n variables, le théoreme
de J. Bertrand relatif au déterminant fonctionnel ou Jacobien
J-de ces fonctions?,

dfdo... dxdy...
J = | dyfdyo ... | :| dyaxdyy...

...................

les lignes du dernier déterminant ci-dessus étant n systémes
d’accroissements des variables x, y,... et les lignes du pre-
mier déterminant étant les différentielles totales correspon-
dantes des fonctions /] ¢, ...

L’égalité ci-dessus résulte immédiatement de la regle de
multiplication des déterminants, et peut s’écrire en notation
abrégée, ‘ '

;P for-e fid

Dz, a0 ... ,)

Le Jacobien joue, a I'égard des fonctions de plusieurs
variables, un role analogue a celui de la dérivée d’une fonc-
tion d’'une variable. Ainsi la notation précédente conduit
immédiatement 4 ces deux corollaires :

1° Pour les fonctions inverses,

D(fiv for-.. 1) v Dz, 5, ...2x,)
D(xl'xZ""xn) D(fl’ f2’fn)

=1 ;

2° Pour les changements de variables (ou, ce qui revient au

=

1 Voir p. ex. NIEWENGLOWSKI, Algébre, t. 11, p. 176.




- 348 M. STUYVAERT

méme, pour les fonctions de fonctions), si X, =0(Yys Yoo Y, )
on a

Difi fy .- f,) Dy, g,.../;>>< D(a,, a,,...x,

Dy, 390002, D(xy, y....2,) Diyy. 090000 0,) ,
en particulier si la subslitution ¢ est linéaire, le second rap-
port est le module de la substitution et l'on voit que le
Jacobien d’un systéme de formes algébriques est un co-
variant.

Enfin on sait que si le Jacobien est identique a zéro, il

existe une relation identique entre les fonctions, ou bien
P'une d’elles est constante.

2. — La premiére extension de la notion de Jacobien est
relative & m fonctions de n variables (m = n), mais en prenant
toujours les dérivées partielles du premier ordre. |

Le cas de m = n 4= 1 a déja été rencontré, au moins pour
les formes algébriques, par L. CremMoNa et par nous, dans
nos Cing Etudes de Géométrie analytique?, pour quatre
variables homogeénes et trois ou cinq surfaces algébriques.

On peut évidemment considérer aussi deux ou quatre
courbes algébriques dans un plan : dans le premier cas on
a la matrice |

of of of
0x, 0, 0xg
o8 °8 o
I 0x, 0x, 0x,

qui s'annule pour des points du plan en nombre générale-
ment fini; si f'est de degré n et g de degré n’, ce nombre
est

(n—14n"—1)2—(n —‘1)(72’—’1) =14 nn'4+n?—3n+n)+3.

Ce sont les points qui ont méme droite polaire relativement
aux deux courbes. Dans le cas de deux coniques, ce sont les
sommets du triangle conjugué commun, '

Si I'on a quatre courbes planes £, £, £, [+ d'ordres

! Gand, Van Goethem, 1908, p. 30 et suiv.
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ny, n,, ny, n,, la matrice Jacobienne représente des points
isolés en nombre :

(ny, —1+4+ny,--44+n, —1)(n, —14+n,—1 4+ n, —1)
— (ny —1 4 ny —1)2 4 (n, — 1) (ny, — 1)
=2nn, —3Xn -+ 6 .

Ces points sont ceux dont les droites polaires, pour les
quatre courbes, passent par un méme point. Parmi ces points
figurent les points communs aux quatre courbes, s’il y en a
(mais non pas les points doubles des courbes données).

Pour étendre a I’espace ordinaire, on pourra prendre deux
ou six surfaces, et les matrices ayant alors deux colonnes
de plus que de lignes, s’annulent pour des points isolés dont
'étude est analogue a ce qui précéde. Et de méme pour
'hyperespace.

3. — La matrice jacobienne étudiée a l'instant a un sens
pour toutes les fonctions possédant des dérivées partielles
et non seulement pour les polyndémes homogénes. Son éva-
‘nouissement identique correspond encore, si aucune des
fonctions n’est constante, &4 une relatibn identique entre les
fonctions. ' ’

Le théoréme de J. BerTraxD est applicable et donne (pour
fixer les idées)

i of  df df | dox, dym, doa dox;
oy dx, dx |
i dix, dyxy dyx, d,a,

d, x, di,r? dx; dyx,
dif dyf df d,f
dio dyo dyo dyo ||

17 2% 47

ia multiplication est a droite et lignes par colonnes, suivant

Pusage de la théorie abstraite des matrices. Ecrivons ceci

en abrégé

J><XM=D,

d’ou |
J=Dx M.

L’Enseignement mathém., 20 année; 1919, 23
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COROLLAIRE pour les fonctions inverses :

i

- Df. OCAD \
X ox, " d‘1/. d2f d3f d4f
—2 2 S '
% g | dio dys dys dyo
0x; 0,
of 09

la’lr1 d,x, d,x, d,x,

dyoy dym, dyx, d,x, ,

| dyxy dyr, dyx, d,x,
en abrégé

K>xD=M, dou K=MxD",
par suite

IXK=DxM'"><MxD"'=1.

CorovrLare pour le changement de variables : si les 2 sont
fonctions, par exemple de v,, y,, y,. ¥,, Y., on a

ox, |I° diﬁﬁ 4
0y;
d;y, C,l1 xy dyxy dyxy dix,
% dy, || = | doay dox, dox. d |
oy, < Wk == '1 Xy 9 Xy 3 Xy 4%g ’
l
> dih dyx, dyx, dgx, d, Xy
X3 .
i |l s |,

en abre’gé
L>xN=2M ou L=M>>N"

M ayant le sens de plus haut. D’autre part,

d;’)& 4
of 5
—/i dz)é
O,WL | d ,(' 4
12
) < di:)m:-} =
09 d;9 1
. d;yy
;||
di:)'s 1

en abrégé
' JJ >< N=D -
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N et D ayant le sens de plus' haut. Or on a aussiJ <X M =D,
d’oul . -
J>xM=1J <N

I<xMxN'1=1UJ

ou enfin
I L=1J.
k. — Pour les fonctions u, ¢, ... quelconques (algébriques
ou non) de x, ¥, ..., on peut encore généraliser la notion du

jacobien en faisant intervenir des dérivées partielles d’ordre
supérieur au premier. Prenons le cas de deux fonctions et
deux variables, pour fixer les idées et posons

22 d%2u  du
2

dox?  dxdy Oy

02y 2y 02y
2 2

o0x 0x 0y oy

Cette matrice est identiquement nulle si 'une des fonc-

. w5 .6 . ou :
tions u, ¢ est linéaire en x et y, ou si —~ est une fonction

. . oy ou - . 14 . . .
arbitraire de F =, et > ume fonction G de o arbitraire aussi

sauf la restriction que la dérivée de G par rapport a & soit
identique & la dérivée de F par rapport a y. Nous laissons au
lecteur le soin de vérifier cette propriété et de la généraliser.

L’extension du théoréme de J. Bertrand s’effectue en
multipliant (2 droite et lignes par colonnes) la Jacobienne
ci-dessus par la matrice carrée

(d,x)* d,xdyx (dyx)?
M = 2d, xd,y d,xd,y + d,xd,y 2d, xd,y
| (dy)? dyydyy (dyy)?

ce qui donne | _

du dludzu d:u
2

d vy divdzv dzv

Puisque
J< M= ,
on en conclut
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Le corollaire pour les fonctions inverses ne semble rien
donner d’intéressant. .

Voici un corollaire pour les changements de variables.
Soient X, Y les nouvelles variables, J' la Jacobienne pour
ces nouvelles variables et N la matrice carrée analogue a M
pour X, Y alors

J =D x N,
d’ou facilement
JV=J>xM x> N*
et de méme
J=J X NxM".

Cas particulier de la substitution linéaire,
x=7NX 4y Y
y=5kX+ Y,
alors
(d;x)? = X (d;X)? + Dy, d,Xd, Y 4 p2(d,Y)? (i =1, 2)
dyzd;y = AN (d X7 A (A py + Xy py) d, XY o,y (d,Y)2
dyxdyx = (O d,X + p,d,Y)(\, dyX + p, d,Y)
= %,d,Xd, X + )y, (d,Xd,Y + d,Xd,Y) + pld,Yd,Y ,
4 d,xdyy + dyxd,y
= Od, X o p,d, V) 0y dy X o py dyY) + (4 dyX 4, d,Y) (4 d, X + py d,Y)
=202 d, Xd, X + (4 1y + X p,) (d,XdyY + d,Xd,Y) + 2,5, d. YA, Y |

etc.

Donc M est le produit (a droite) de

) A Uy v
25 X, Ny + Ay ATINT ou A
i )‘: Ag iy PL:
par
(d, X2 d,Xd, X (d,X)?

2d,Xd,Y  d,Xd,Y +.d,Xd,Y = 24,Xd,Y | .
d,Y)y, . dYd,Y (d,Y)2 |




LA NOTION DE JACOBIEN 353
cette derniére est N, finalement
V=IxAXNxN'=IxA

et la matrice carrée A ne contient que les éléments de la
substitution; on sait que le déterminant A vaut le cube du

module (A, yu, — Aou,) de la substitution.

5. — Si la matrice proposée est
02 u 0%y
da? dx?
2%2u - 02y
K = _ ,
0x 0y ox oy
d2u d2y
02 0 y?

le théoréme de J. BERTRAND est encore applicable, mais avec
multiplication a gauche,

(d, x)? 2d,xd, y (d,y)?
dixdyx dixdyy + dyxd,y d yd,y < K
(dyx)? 2d,xd,y (dyy)?
donne
I dlu dlv ‘
diudyu d vdyy
l dzu d p

De méme pour le changement de variables et la substitu-
tion linéaire, mais avec multiplication a gauche.

Un cas particulier de ce qui préceéde (et qui correspond
au Hessien dans la théorie du Jacobien) est celui ou u, ¢,
sont elles-mémes déja des dérivées parlielles d’une fonc-
tion f.

Exemple

of Y W
oxt dx®oy  dx?dy?  dadyd

H =

2f  off U iy
ox?oy  ox?oy?  dxdyd oy

Le théoréme de J. BErTRAND ne semble pas avoir ici d’ana-
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logue simple, mais bien le corollaire de la substitution li-
néaire : le dernier résultat ci-dessus conduit a

o [03F d ( *F o [ ¥F > [F
oX \0X3/ X \oX%Y/ X \aXoY?) X \oY?
> [BF\ o / F > / 3F > /0F\
oY \oX3/) oY \0X20Y/ Y \oXoY?/ 3Y \oY?
‘ > /3F\
dx\oX3/) oz
< |l

d [oF 0 '2)3F 0 [/ F 0 [d%F
oy \oX?/ oy \oX%Y/) 2y \oXoY?) 3y \oY?

ou F désigne la transformée de £, c’est-a-dire

)‘1 1

I

l2%"*2

fMX +5Y, uX 4+ uwY);

et la derniére matrice ci-dessus est a son tour le produit de
la matrice initiale par

3 [

A X RS ~

s 2hdaps + Npr Ddas - pl g s

2

3 {Jj P«f Ay + 2 Y1 g M H: -+ 2P-1 g g 3hg Ya

3 2 3

P it lta P g Mg

Dans cet exemple donc, la transformée s’obtient en multi-
pliant la matrice initiale & droite et a gauche par des tableaux
carrés ne contenant que les éléments de la substitution.
Pour le cas particulier du polynéme de degré 4 (ou en géné-
ral n), les dérivées partielles sont, a un facteur constant prés,
les coeflicients et I'on obtient une propriété de matrices
invariantes signalées par nous dans |'Enseignement mathé-
matique (1910).
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