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24 C. DE LA VALLEE POUSSIN

cision qui en fait le principal intérét. Il prouve que I'approxi-
mation décroit plus vite que toute puissance négative de n,
mais il n’en fixe plus I'ordre. Il y a donc lieu de faire alors
de nouvelles hypothéses sur la nature de la fonction. La
premiere qui se présente a l'esprit est celle d’analycité.

7. — Relations entre I'ordre de grandeur de la meilleure
approximation et les propriétés analytiques.

Lorsque la fonction f{x) est analytique et holomorphe sur
I'axe réel et qu’il s’agit de sa représentation approchée sur
cet axe seulement, I'ordre de la meilleure approximation est
liée aux propriétés analytiques de la fonction et dépend
avant tout de la situation de ses points critiques s'il en existe.
C’est encore M. Bernstein qui a étudié le premier cette
dépendance dans son Mémoire couronné par I’Académie de
Belgique (1912). Mais il est revenu sur la question et il a
publié¢ des résultats isolés, mais d’une singuliére précision
el du plus grand intérét, dans un second Mémoire présenté,
peu apres, a la méme Académie (1913) (16).

M. Bernsteins’estoccupéde 'approximation par polynomes.
Mais ses résultats prennent une forme plus simple si on les
traduit dans le mode de représentation trigonométrique, par
la substitution habituelle & — cosu. Les paralléles a I'axe
réel du plan « jouent un roéle prépondérant dans lapproxi-
tion trigonométrique; il y a lieu d'observer que la substitu-
tion .x = cos u leur fait correspondre des ellipses homofo-
cales, de foyers ='1, dans le plan x. Ce sont ces ellipses
qui jouent le role prépondérant dans l'approximalion par
polynémes et, par suite, dans les énoncés de M. Bernstein.
Mais nous n’en parlerons pas; il nous suffira d’énoncer les
résultats essentiels de la théorie dans la seule hypothése de
la représentation trigonométrique.

Soit donc a étudier la meilleure approximation trigonomé-
trique de la fonction g(«) de période 2 n sur I'axe réel. Cette
fonction est analytique et holomorphe sur cet axe. Suppo-
sons d’abord qu’elle admette un ou plusieurs points criliques
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imaginaires. Alors, en premiére analyse, la meilleure approxi-
mation dépend de la distance de I'axe réel au point critique’
le plus rapproché.

On peut, en effet, formuler le théoréme suivant, dont la
premiére partie est due a M. Bernstein, mais que je compléte
par 'énoncé d’une seconde partie dont la démonstration n’a
pas encore été publiée.

Si une fonction ¢ (u) de période 2 est holomorphe sur laxe
réel et posséde son point critique le plus rapproché de cel axe
sur lFune des deux droitesy = == b (b > 0), on suppose
u=x + yi, alors, quelque petit que soil e positif; la metl-
leure approximation trigonoméirique, p, , de ¢(u) sur laxe
réel vérifiera constamment l'inégalité

—n(b—¢)

\on<e ?

a partir ' une valeur suffisamment grande de n, tandis qu’elle
ne vérifiera jamais définitivement l'inégalité
—n(b+e)

o < €

quelque grand que sott.m. |

La connaissance de 'ordre de la meilleure approximation
se précise davantage si I'on suppose que g¢(u) n’ait d’autres
points critiques que des poles sur les deux droites y = = 0
du théoréme précédent. Je suis, en effet, en mesure de
démontrer le théoréme suivant, mais qui, je le pense, pour-
rait étre beaucoup précisé:

Si la fonction ¢(u) de u =X + yi « ses points critiques les
plus rapprochés de Uaxe réel sur les droites y === b (b > 0]
et que le point critique de Uordre le plus élevé parmi ceux-ci
soit un péle d’ordre k, alors on aura constamment, a partur
d’une valeur suffisamment grande de n

1
k+:+€ —nb
o, n 2 e

tandis que Uon n’a jamais définitivement

k—1—e¢ ,—nb
o, < n e .
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Mais en particularisant beaucoup plus la nature du point
critique, on peut aller beaucoup plus loin et déterminer la
valeur asymptotique méme de p . C'est ce qui a été fait par
M. Bernstein dans son dernier Mémoire de 1913 et le point
de départ de cet habile mathématicien se trouve encore une
fois dans les travaux de Tchebycheff.

En effet, en utilisant une formule de l'illustre. mathémati-
cien russe, M. Bernstein a réussi a former le polynome d’ap-

proximation d’ordre n de
1
xr —

dans lintervalle (— 1, 4 1), @ étant réel et > 1.

Par conséquent, il a obtenu en méme temps la valeur
exacte de l'approximation minimum. C’est 14 un résultat
extrémement important malgré son caractére particulier.
Mais nous allons traduire ce résultat dans le mode de repré-
sentation trigonométrique, pour le rapprocher des précé-
dents. On va voir qu’il prend alors une forme singuliérement
instructive, bien plus simple et plus élégante que sous la
forme considérée par M. Bernstein.

Par la transformation de Bernstein et en posant @ = Ch b
ou b est réel et positif, la fraction 1:(x — @) se transforme,
a un facteur constant prés, dans I'expression trigonométrique

Sh b ‘
cosu — Cho

qui, aux multiples prés de la période, n’a qu'un seul pole
u = bz sur chacune des droites y =— = 0, pole dont le résidu
a pour module 'unité. La meilleure approximation trigono-
métrique de cette fonction sur I'axe réel se réduit alors a la
valeur, exacte et toute simple,

e, = P

Plus généralement, soit ¢(«) une fonction paire et de
période 2. Supposons que ses points critiques les plus voi-
sins de l'axe réel soient sur les droites y =— == 0. Admettons
encore qu’aux multiples prés de la période, ces points cri-
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tiques se réduisent sur chacune de ces droites, au seul pdle
simple « = == bi, avec un résidu de module o. Alors, par
comparaison avec le résultat précédent, on obtient immédia-
tement la valeur asymptotique de la meilleure approximation

- trigonométrique de o (u). Ce sera nécessairement

—bn
Pn o0 ae .

'Si au lieu de cela, le pole était d'ordre %, les autres condi-
tions restant les mémes, on aurait la formule asymptotique

k—1 e " b

Pp O 1 ,

oll u est une constante qui ne dépend que de la fonction.

Voila assurément des indications bien précieuses sur la
maniere dont il faut essayer de préciser les résultats plus
vagues obtenus tout 4 l’heure dans des hypothéses plus
générales. |

Pour terminer, je dirai encore un mot du cas ou la fonc-
tion a représenter est holomorphe dans tout le plan. Ce cas
ne parait pas avoir été étudié jusqu'ici. Mais, dans cette
nouvelle hypothese, la question de la meilleure approxima-
tion présente une analogie plus étroite avec celle de la con-

. vergence de la formule de Taylor. C’est le mode de crois-

sance de la fonction qui devient le facteur principal dont
dépend la meilleure approximation. Je vais me borner encore
a la représentation trigonométrique. Les conclusions prin-
cipales auxquelles je suis parvenu peuvent alors se formuler
dans le théoréme suivant:

Soit f(z) une fonction holomorphe de 7 =x + yi et de pé-
riode 2. Soit ensuite ¢(y) la plus petite fonction non décrois-
sante de y positif qui satisfait, quel que soit 'y, a la condition

HEEFUIET A

soit §(n) la fonction inverse de ¢, C’est-a-dire la plus petite
solution de ¢(y)==mn. Alors, quelque petit que soit ¢ positif,
la meilleure approximation trigonométrique de f(x) sur Uaxe
réel satisfait a la condition

0 < e—(i—smdg(n“%
n
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a partir d’une valeur suffisamment grande de n, tandis
qu'elle ne salisfait jamais définitivement i la condition

(142
o, < iendln)

Dans cette trop longue analyse, je n’ai fait qu’effleurer les
sujets que j'ai traités, j’en ai passé beaucoup d’autres sous
silence. Je n’ai rien voulu de plus que ramener l'attention
sur une question que les événements actuels ont fait oublier.
mais qui paraissait pleine de promesses. Elle ouvre encore
de nombreuses voies qui ne paraissent pas trop difficiles a
explorer. Je souhaite que de jeunes mathématiciens s'y en-
gagent et y fassent une ample moisson de découvertes.
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