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Si la somme d'ordre n de la série de Fourier de la fonction
périodique f(x) donne une approximation <p(n), l'approximation

trigonométrique minimum pn satisfait à la condition

où k est ime constante numérique assignable a priori.
La démonstration repose sur les propriétés de l'intégrale

de Dirichlet, mais, si simple qu'elle soit, elle ne peut trouver
place ici.

Si l'on applique, par exemple, les deux règles précédentes
à la fonction |x|, la règle de M. Bernstein prouve que pn

n'est pas d'ordre supérieur à ^et celle de M. Lebesgue

que jo« n'est pas d'ordre supérieur a - 1q^ n. Dans ce cas.

c'est la règle de Lebesgue qui l'emporte, mais il n'en est pas

toujours ainsi.

6. — Relations entre l'ordre de grandeur de la meilleure
approximation et les propriétés différentielles.

La meilleure approximation pn d'une fonction continue

f{x) par un polynôme de degré n tend vers zéro quand n tend

vers l'infini. C'est le théorème même de Weierstrass. J'ai

posé en 1908 (12) la question de déterminer l'ordre de grandeur

de p pour n infini et M. Bernstein a posé en 1912 (6)

celle d'en déterminer la valeur asymptotique quand elle
existe.

Aujourd'hui des résultats définitifs sont acquis et répondent

à ces deux questions. Ils sont dus à M. Dunham
Jackson (1911) et surtout à M. Bernstein (1912).

Un premier résultat essentiel est qu'il existe une dépendance

étroite entre l'ordre de la meilleure approximation et
l'existence des dérivées jusqu'à un ordre plus ou moins élevé.

L'existence d'une dérivée bornéqd'un certain ordre assure
une approximation d'un ordre correspondant et c'est M. Dunham

Jackson (8) qui a trouvé les théorèmes les plus précis



22 C. DE LA VALLÉE POUSSLN

sous ce rapport. Nous les avons exposés dans un article
antérieur. Mais M. Jackson n'énonce aucun théorème
réciproque et 1 on ne sait pas si ces énoncés s'appliquent à

l'approximation minimum. Seul M. Bernstein (6) est arrivé à
des résultats positifs en ce sens et a su remonter de Tordre
de l'approximation obtenue aux propriétés différentielles de
la fonction.

M. Bernstein n'y a d'ailleurs réussi qu'en s'inspirant des
travaux de Tchebycheff et nous allons exposer de quelle
manière. Nous donnerons d'ailleurs une idée suffisante de
la question en nous bornant à l'approximation trigonomé-
trique et en simplifiant un peu les données du problème.

Faire 1 approximation trigonométrique de f{x) revient à

effectuer un développement en série

fr) P1 + P„-F

dont les termes sont des expressions trigonométriques
d ordres croissants et nous supposons, pour simplifier, P„
d ordre n. Admettons que les termes de cette série soient,
en valeur absolue, inférieurs à ceux de la série positive
convergente

£1 £2 ~f" • • • + + • • •

La rapidité de l'approximation correspond à la convergence

plus ou moins rapide de la série. D'autre part, l'existence

des dérivées de f(x) découle de la possibilité de dériver
la série. Or cette dérivation est lég'itime tant cjue les séries
dérivées sont absolument et uniformément convergentes.
Tout revient donc à avoir une règle pour conclure de l'ordre
de grandeur de P„ à l'ordre de grandeur de ses dérivées.
C est cette règle (]ue M. Bernstein a trouvée, en complétant
certaines recherches de Tchebycheff, et cette règle est d'une
simplicité et d'une précision inattendues. La voici :

Si uneexpression trigonométrique d'ordre n est de module
< L et que l'expression soit formée de sinus seuls ou de
cosinus seuls, ses dérivées successives d'ordres 1, 2, 3, sont
respectivement de modules < nL, < n2L, < n3L, Il suffi
de doubler, ces bornes 'si l'expression trigonométrique est de
la forme générale.
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Oïi voit d'après cela que, si la décroissance des-quantités

sn est suffisamment rapide pour assurer la convergence de

la série

1% + +

elle assure aussi l'existence de la dérivée d'ordre p de f(x).
Tel est réduit à ce qu'il a de plus essentielle raisonnement
de M. Bernstein.

Pour mettre en lumière la netteté des conclusions
auxquelles conduisent les méthodes de M. Bernstein, donnons

d'abord, avec cet habile géomètre, la définition suivante :

Nous dirons qu'une fonction continue <p(x) vérifie une
condition de Lipschitz d'ordre «(0 < a < 1), s'il existe une constante

M telle qu'on ait, quel que soit $ positif,

| ® (x -f- B) — cp (x) | <C M8a

Considérons maintenant une fonction f(x) de période 2tt et

son approximation trigonométrique d'ordre n. Nous avons
le théorème suivant :

Si f(x) admet une dérivée continue d'ordre p, laquelle satisfait

à une condition de Lipschitz d'ordre «(0 < a < 1), alors
on peut assigner uiie constante M4 telle que Vapproximation
trigonométrique minimum, pn, satisfasse, quel que soit n, à

la condition

Pn
„P

Réciproquement, si pn satisfait à une condition de cette

forme où 0 a <1 (limites exclues), la fonction f(x) admet
une dérivée d'ordre p qui satisfait à une condition de Lipschitz
d'ordre oc.

A vrai dire, ce théorème est énoncé ici pour la première
fois sous cette forme stricte, et nous en publierons ailleurs
la démonstration, mais il est dû, dans sa grande partie, à

M. Bernstein. Ainsi que M. Bernstein l'a déjà remarqué,
l'exclusion du cas limite oc 1 est essentielle et ne tient pas
à une imperfection de l'énoncé.

Si toutes les dérivées existent, le théorème perd de la pré-
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cision qui en fait le principal intérêt. Il prouve que l'approximation

décroît plus vite que toute puissance négative de /?,
mais il n'en fixe plus l'ordre. Il y a donc lieu de faire alors
de nouvelles hypothèses sur la nature de la fonction. La
première qui se présente à l'esprit est celle à"analycité.

7. — Relations entre l'ordre de grandeur de la meilleure
approximation et les propriétés analytiques.

Lorsque la fonction f\x) est analytique et holomorphe sur
l axe réel et qu'il s'agit de sa représentation approchée sur
cet axe seulement, l'ordre de la meilleure approximation est
liée aux propriétés analytiques de la fonction et dépend
avant tout de la situation de ses points critiques s'il en existe.
C'est encore M. Bernstein qui a étudié le premier cette
dépendance dans son Mémoire couronné par l'Académie de
Belgique (1912). Mais il est revenu sur la question et il a

publié des résultats isolés, mais d'une singulière précision
et du plus grand intérêt, dans un second Mémoire présenté,
peu après, à la même Académie (1913) (16).

M. Bernstein s'est occupé de l'approximation par polynômes.
Mais ses résultats prennent une forme plus simple si on les
traduit dans le mode de représentation trigonométrique, par
la substitution habituelle x cos u. Les parallèles à l'axe
réel du plan u jouent un rôle prépondérant dans l'approxi-
tion trigonométrique; il y a lieu d'observer que la substitution

x cos u leur fait correspondre des ellipses homofo-
cales, de foyers ±1, dans le plan x. Ce sont ces ellipses
qui jouent le rôle prépondérant dans l'approximation par
polynômes et, par suite, dans les énoncés de M. Bernstein.
Mais nous n'en parlerons pas; il nous suffira d'énoncer les
résultats essentiels de la théorie dans la seule hypothèse de
la représentation trigonométrique.

Soit donc à étudier la meilleure approximation trigonométrique

de la fonction y(u) de période 2 n sur l'axe réel. Cette
fonction est analytique et holomorphe sur cet axe. Supposons

d'abord qu'elle admette un ou plusieurs points critiques
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