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14 C. DE LA VALLEE POUSSIN

pectivement par A et B, on obtient la représentation trigo- -
nométrique cherchée.

Ce procédé ne résout pas la difficulté, si 'on considére
des fonctions indéfiniment dérivables. Cela fait, entre les
deux problemes inverses que nous venons de traiter, une
différence qui reste profonde. La solution du premier est
plus radicale que celle du second.

4. — Dérivabilité de la représentation.
Ordre de 1'approximation.

Ces deux questions sont liées par d’étroites relations, qui
n'ont été éclaircies que récemment et que nous approfondi-
rons dans un autre paragraphe (6). Cependant, sans’ que leur
dépendance ait été apercue dés le début, elles ont été traitées
daus les mémes Mémoires et, plus tard, on en a fait ’étude
combinée. Il est impossible de les séparer.

Nous allons donc les étudier ensemble, mais en nous bor-
nant pour le moment 4 la seule approximation par polynémes.

La question de représenter f(x) par une série dérivable de
polyndomes a été posée par M. Painlevé dés 1898. M. Painlevé
a montré que si la fonction f(x) a des dérivées continues,
elle est exprimable en série uniformément convergente de’
polyndmes, telle que les séries dérivées convergent aussi
uniformément vers les dérivées de f(r). M. E. Borel est
revenu sur cette question dans sa These et dans ses Lecons
de 1905 sur les fonctions de variables réelles.

La question de ordre de 'approximation est plus récente.
LElle a été posée en 1908 par M. Lebesgue (10), 2 'occasion
du polynoéme de Landau,

1
A.
=3 [ = — e
0

qui, pour n infini, converge uniformément vers f(x) dans
tout intervalle (@, b) intérieur a (0, 1).
: X : o
Le maximum de |[f— P,|, ou. 'approximation p,, tend

1 : ,
vers 0 avec —, mais quel est Uordre de grandeur de e,




FONCTIONS D'UNE VARIABLE RE‘ELLE‘ 15

Telle est la question de l'ordre de 'approximation que
M. Lebesgue s’est posée, mais n'a traitée que trés sommai-
rement dans ce premier arlicle.

Je m’étais posé la méme question, avant la publication de
la Note de M. Lebesgue, et mes résultats ont paru, peu
aprés, dans un Mémoire étendu (3) de ’Académie royale de
Belgique (1908). Les deux questions, dérivabilité et ordre
de approximation, recoivent ici des solutions plus précises
que dans les travaux précédents. Je prouve, en particulier,
que le probleme de la dérivabilité est entiérement résolu
par le polynome de Landau. En effet, une dérivée d’ordre
guelconque de Py converge vers la dérivée du méme ordre de
f(x) au point x, sous la seule condition que cetle dérivée
existe en ce point. Cest la la supériorité du polynome de
Landau : La continuité de la dérivée n’est pas requise. Les
autres procédés que nous allons étudier seront, sans doule,
heaucoup plus parfaits au point de vue de I'approximation,
mais ils perdent cet avantage: les conditions de leur déri-
vabilité exigent la continuité.

(’est encore dans mon Mémoire cité de 1908 que se trouvent
les premiers résultats définitifs sur I'ordre de l'approxima-
tion. Je prouve que si la fonction f(x) est lipschitzienne, Uap-
proximation obtenue par le. polyndéme de Landau est de
[ordre de K/lt au plus.

n .

Cette approximation n'est pas la meilleure qu'on puisse

obtenir dans cette hypothése générale. M. Lebesgue, en 1910

(11), a obtenu l'ordre 198 " ot enfin, en 1911, M. D.Jackson (8)

n

a obtenu l'ordre —, qui ne peut plus étre abaissé. Je vaisy

revenir. Cependant j'ai donné moi-méme le premier exemple
d’une meilleure approximation dans un autre Mémoire (123,
présenté a ’Académie royale de Belgique la méme année
1908 et publié le mois suivant. Prenant celte fois mon point

de départ dans l'intégrale
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qui jouit de propriélés analogues a celles de Dirichlet, jai
montré que toute fonction dont la dérivée est a variation
bornée peul étre représentée par un polynéme de degré n avec

. . ) 1 S ay. 2y
une approximation de Uordre de—. C'était, je pense, le pre-

mier exemple d'un ordre qui ne peut plus étre abaissé.

Toutefois, comine je viens de le dire, on peut assigner une
approximation du méme ordre dans I'’hypothése, bien plus
générale, ou la fonction f(r) est lipschitzienne. Mais ceci n’a
été démontré que trois ans plus tard et c’est un cas particu-
lier d’'un théoréme plus général que M. D. Jackson (8)a énoncé
dans sa dissertation inaugurale de 1911. M. D. Jackson con-
sacre un chapitre entier de celte dissertation a 'approxima-
tion simultanée de f(x) et de ses & — 1 premiéres dérivées
dans I'hypothése ou la derniére est lipschitzienne. Il raisonne
pour cela sur une combinaison ingénieuse d’intégrales abso-
lument convergentes du type

ou A et £ sont des entiers, ce dernier suffisamment grand.
Il construit un polynéme qui fournit une approximation de

1 - ) — ;. ¢ ,
Pordre de — et dont la dérivée d'ordre r Z k& fournit, pour
n

-f("’(x), une approximation de l'ordre de En particulier,

h—r*
n
on obtient le résultat énoncé plus haut si 4= 1: l'appro-
L : . , 1
ximation de f(x) lipschilzienne est de P'ordre de —.

Ces théoremes de M. D. Jackson sont définitifs, mais pour
les fonctions seulement qui n’admettent qu'un nombre limité
de dérivées successives. Ils n'ont plus rien de commun avec
la meilleure approximation quand toutes les dérivées existent.

Si la fonction f(x) est indéfiniment dérivable, la méthode
du développement en série de polynémes trigonométriques,
que M. Bernstein (6) a utilisée dans son Mémoire couronné
(1912), est plus simple et bien préférable. Ce développement
qui, comme nous 'avons vu, se déduit de celui de f(cos¢)
en série de Fourier, donne la meilleure solution connue de
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la représentation indéfiniment dérivable. Dans cette hypo-
thése, l'approximation de chaque dérivée est indéfiniment

) . . 5 1 -
petite d’ordre supérieur & toute puissance de —. Récipro-

quement, I'existence d’un tel degré d’approximation assure
celle de toutes les dérivées. Nous en reparlerons plus loin.

5. — Approximation minimum.

Soit f(x) une fonction continue dans un intervalle (a, 0).
Parmi les polynomes de degré donné n, il en existe un, P,,
qui donne la meilleure approximation, tel donc que I'appro-
Ximation soit minimum. Nous appellerons cette meilleure
approximation approximation minimum, et le polynéme qui
la donne est le polyndme d’approximation (ou d’approxima-
tion minimum).

La considération de ce polynome remonte a une époque
déja ancienne, elle est due a Tchebycheff (7) (1859). Le grand
géomelre russe a consacré une partie importante de son
ceuvre a I’étude de I'approximation par des fonctions ration-
nelles (entieres ou fractionnaires). Mais 'importance des
découvertes de Tchebycheff pour notre objet actuel n’est
apparue qu’aprés le Mémoire de M. S. Bernstein (1912). Tant
pour la valeur des matériaux réunis que par le mérite de
'invention, la place qui revient a Tchebycheff dans la théorie
(ui nous occupe est encore la premiére.

Tchebycheff, comme cela était naturel de son temps, ad-
meltait sans démonstration l'existence du polynéme d’appro-
ximation minimum. Cette démonstration a été donnée par
M. Borel dans ses Lecons sur les fonctions de variables
réelles el les séries de polyndmes (1905) (13). M. Borel a
montré que le polynome d’approximation minimum dans un
intervalle (a, ) est unique et qu’il est cavactérisé par la pro-
priété suivante: la différence f(x) — P, acquiert sa valeur
absolue minimum avec des signes alternés en n + 2 points
consécutifs de l'intervalle (@, 4). Ce maximum absolu est
Papproximation minimum p . 1l suit de cette propriété que
le polynéme d’approximation est un polyndme de Lagrange
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