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NOTE SUR LES PERMUTATIONS

(Définitions, classifications et transformations)

PAR

A. Ausry (Dijon).

1. — Peut-on déterminer une permutation par la connaissance
des positions, les unes par rapport aux autres, des diverses letires,
toutes différentes, qui la composent ?

1° Indiquons par la duade c¢b le fait que, dans la permutation,
la lettre ¢ est placée a gauche de 4. La premiére lettre de la duade
est la prime, la seconde Vultime.

Siles deux lettres ¢ et b se suivent immédiatement dans la per-
mutation, la duade est dite immeédiate. Elle est mediate dans le
cas contraire.

2° Si une méme lettre est plus d’une fois prime ou ultime, les
duades ne sont pas toutes immédiates. Ainsi «b et ac ne peuvent
étre toutes deux immédiates ; en outre on ne sait si on a bc ou cb:
les relations ab, ac ne peuvent donner que des renseignements
redondants ou incomplets.

3° L’existence des duades ab, bc, cd ... ef, fg entraine celle de
la duade ag.

Une duade médiate est la résultante de plusieurs duades mé-
diates ou immédiates. Une duade immédiate ne peut se remplacer
par d’autres duades.

te Appelons chaine une suite de duades dont la prime de cha-
cune est identique a l’'ultime de la précédente. La chaine ab, bc, cd
s’écrira par abréviation : chaine abcd.

Les deux couples ab, ba ne peuvent coexister ; en général, une
chaine ne peut commencer et finir par la méme lettre. Outre ab
et ba, on citera les chaines absurdes

ac, be, ca, db : chaine aca ,

ce, df, bc, ab, ea : chaine abcea .

5° Si une chaine de » — 1 duades contient n lettres, ces duades
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sont immédiates. Soit la chaine abc ... de et a, f, ... 7, ... d, le
nombre des lettres existant entre a et b, entre b et ¢, ... entre
dete;ona:

o+ B4+ .+ +n—2)+1=n, dou a4 ..4+0=

ce dernier résultat ne peut avoir lieu que sia—f = ...d=0.
Ainsi la permutation correspondante n’est autre que abc ... de.

60 Ainsi une permutation de n lettres est nécessairement et suf-
fisamment déterminée par n — 1 duades dont toutes les primes
sont différentes et se retrouvent sauf une, dans les ultimes, les-
quelles par suite contiennent une lettre qui ne se retrouve pas
dans les primes. Par exemple les duades de, af, ¢b, ea, bd déter-
minent la chaine cbdeaf.

7° Si ces conditions ne sont pas toutes remplies, la permutation
ne peut généralement pas étre déterminée. Ainsi les duades ae,
bu, de, df, ef fournissent la chaine daef, d'ou, a cause de df’, les
quatre formules possibles

dbaef , bdaef , badef , baedf,

dans lesquelles ¢ doit se placer en respectant la condition dc, ce
qui donne 5 4+ 4 4+ 3 + 2 = 14 solutions

2. — Cette définition de la permutation en suggere une autre
demandant également n — 1 conditions et consistant dans l'indi-
cation des nombres de lettres contenues entre les termes des di-
verses duades données.

I. Ainsi les duades ab, c¢d, ef, avec cette indication que les
deux premieéres encadrent® respectivement quatre et deux lettres,
déterminent la permutation ace/db.

II. Les duades ab, c¢d, ef encadrant respectivement une, deux
el trois lettres, déterminent-elles une permutation? On pourrait
employer 'analyse indéterminée, comme au n° 4, 5°. Mais la re-
cherche directe est plus courte. On a les dispositions

(l¥[), C**d, C¥¥¥f,

les astérisques désignant des lettres inconnues. On verra aisément

qu’il ne peut y avoir que les deux solutions eacbfd , ceadbf.
HI. Plas généralement on peut se demander quelles condi-
tions doivent remplir les nombres a, 3, ... 0 pour que la formule
;¢ ... dze représente une permutation des lettres abc ... de

ay b
(e, B, ... d désignent les nombres de lettres existant entre aetb,
te. )

1 On veut dire par la qu’il y a quatre lettres entre @ et & ¢t deux entre c et 4.
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Considérons le groupe azbge; il 'y a entre a et ¢ :

o -+ 3 =~ 1 lettres si o et 3 sont positifs, ou si o est positif et 3 négatif avec o 4+ § <0,
a+B—1 » » »  négatls, » » » » a+[3>0.°2

On peut tirer de 14 successivement toutes les lettres de la per-
mutation.

IV. Mais on arrivera bien plus aisément au but en mettant la
formule sous une autre forme, ou chaque lettre est surmontée
d’'un nombre indiquant sa distance a la lettre a. La formule ebdgafe,
qui s’écrirait a_,b,c_,d_ e, [ g, s’écrirait ainsi

4 1 —1
ef s

B

0 —3 2
a b ¢

Cette expression montre immédiatement que la premiere lettre
est @ et la derniere e; que toutes les places sont occupées et qu’il
n’y a pas de lettres doublées; que les voisines de d, par exemple,
sont b et g, etc. On arrivera de la maniere qui suit a la transfor-
mation indiquée :

0 —3 05 —32 0—4 2 -2
a_,yb=ab, bec=bc=bc, ¢ ,d=cd=cd, ..
3. — L.a question suivante proposée dans le t. [V de la Nouwy.

Corresp. Math. et a laquelle il ne semble pas avoir été répondu,
pose une nouvelle définition des permutations. _

Déterminer une permutation des n premiers entiers, sachant
combien il y a avant 1 de nombres plus grands que lui, combien
avant 2 plus grands que lui, etc. (Bruw.)

Représentons la permutation 6513274 par la formule [2323100],
indiquant qu’il y a deux chiffres avant 1 et plus grands que lui,
etc. Les permutations 1234567 et 7654321 s’écriront ainsi [0000000]
let 6543210.]

Appelons en général o, 8,y, ... w,v les nombres des termes
précédant 1, 2, 3, ... n et qui leur sont supérieurs. o peut recevoir
toutes les valeurs entiéres de 0 a n — 1; f, toutes celles de 0 a
n — 2;y, toutes celles de 0 an — 3; ... w, les deux valeurs 0 et 1;
v, la valeur unique 0. De la sorte, les n valeurs de a associées aux
n — 1 valeurs de @, ... aux deux valeurs de w et a 'unique valeur
de v, donnent bien n! formules de forme [« ... ], en nombre égal
a celui des permutations des nombres 1, 2, ... n. Toutes ces asso-
ciations sont évidemment distinctes, de méme que les permuta-
tions des n premiers entiers; et comme elles sont en méme nom-
bre de part et d’autre, elles se correspondent de maniere a se

2 Quant au cas a, b—a ¢, il est évidemment impossible.
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définir mutuellement. Cette propriété a été démontrée autrement
par J. Bourcer (V. 4. 1871.)

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une formule
[@f ... ] représente une permutation sont ainsi:

0ZLaLn—1, 0=2=n—2..0=u=1, 0=yv.

Le rang de 1 est & + 1

celuide 2est B 1 si a>fH, et B2 si a=f;
L8y +1 sioa>y et B>y pA 2 si a<y ou B=vy:
Y+3 si a=y et f=v;

] . . . . . . . . . . . . . .

Soit la formule [012343210]; on I'assimilera a la formule géné-
rale [afydefmfs]. Le rang del esta + 1 =04 1=1; le rang
de 2 est 8 + 2 =1 -+ 2=23, puisque a < 3; ... le rang de 6 est
¢+ 5=23-4 5=8, puisque les quatre nombres a, 8, 7y, d sont
—etquee>5; le rang de 7 est p + 4 =2 4 4 =06, puisque
a, 8,7 sont = w; le rang de 8 est § + 3 =14 3 =4, puisque « et
B sont = 2; le rang de 9 est ¢+ +2 =0 -+ 2, puisque a = ¢. On
trouve ainsi-la permutation 192837465 .

4, — Voisinages. Les questions de ce genre se voient pour la
premiere fois chez FrexicLe (Abr. des Comb. 1693}, qui se propose
de trouver le nombre de permutations des huit premiéres lettres,
telles que b, ¢, d ne solent jamais ensemble, et celles ot deux
lettres données ne se trouvent ni au commencement ni a la fin.
L.es problemes qui suivent donneront une idée de cette théorie.

I. Il n’est pas possible de déterminer une liste de permutations
de 2 n lettres telles que chacune soit a coté de toutes les autres et
une fois seulement. Il y a, en effet, C, , voisinages a réaliser, et
comme chaque permutation donne n — 1 voisinages, il faut envi-

n . . . A .
sager - permutations, ce qui montre d’abord que n doit étre pair;

mais les voisinages de a par exemple sont au nombre de n — 1 et
demandent par conséquent » — 1 permutations. — Ed. Lucas
(Récr. 11, 175) indique a tort ce probleme comme possible.

II. I.e nombre de maniéeres d’assembler n majuscules et n mi-
nuscules de maniére qu’il n’y ait pas deux majuscules ou deux
minuscules consécutives est 2 (n!}2 (Ed. Lucas). '

III. Trouver le nombre de maniéres dont n hommes et leurs
femmes peuvent se placer sur une ligne, de maniére qu’aucun
homme ne soit aupres de sa femme (Ed. Lucas). Ce probleme n’a
pas encore été résolu.
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5. — Rappel de diverses propriétés des permutations. 1. Toute
permutation de n lettres ab ... kl a sa retournée lk ... ba. Elle
donne naissance a n — 1 permutatious tournantes.

II. Le nombre des permutations de n lettres est égal a n!

IlI. I.e plus souvent, les lettres représentent des nombres; dans
ce cas, une permutation quelconque ab ... [ a sa complémentaire
(s —a){s — b) ... (s — ), s désignant la somme « + b + ... + [.

Ainsi la somme de tous les nombres de neuf chiffres s’obtient

. . 1 ¢ ~ e
en multipliant par 9! la somme des deux nombres 123456789 et

987654321. Ce probleme est d’origine indienne.

IV. Une permutation symétrigue est celle ot deux lettres symé-
triquement placées dans lordre naturel, le sont également dans
cette permutation. Pour 21 ou 2n - 1 lettres, le nombre de ces
permutations est n!2" (Ed. Lucas).

V. Figuration des permutations. M. l.a1saxT a remarqué qu’on
peut représenter les permutations par les trajets d'un point A a
un point N, en passant par un point B réuni a A par une ligne,
un point C réuni a B par deux lignes, etc.

Ed. Lucas les figure sur des échiguiers par des jetons dont les
emplacements sontdéfinis au moyen de coordonnées cartésiennes:
la permutation 3142, par exemple, étant figurée par des jetons
placés aux points 1 — 3,2 — 1,3 — 4,4 — 2. Il examine ces
figurations suivant diverses conditions de symétrie.

La recherche du nombre des permutations ou il n’y a qu’une
lettre dans chaque rangée, dans chaque colonne et dans chaque
parallele aux diagonales de 'échiquier, constitue le célebre pro-
bleme des reines, résolu seulement pour les onze premiers échi-
quiers. {Voir Ed. Liucas, . cit., Rouse-Bavn, Récr. et Aurens, Math.
Unt. w. Spiel. 1910.)

VI. Abagues. On appelle ainsi un échiquier dont les 12 cases
contiennent n fois la série des n premiers entiers. On en a un
exemple dans les carrés latins', ou chaque rangée, comme chaque
colonne, contient une permutation de ces n nombres.

On en a un encore plus remarquable dans le carre d'Fuler?
formé de n? jetons de n couleurs et de n valenrs différentes et tel-
lement placés que chaque couleur et chaque valeur se trouvent
représentées dans les n rangées et les n colonnes. Bacuer avait
déja donné celui de 4* jetons ; EuLer a commencé ’étude générale
de ces carrés et a soupconné l'impossibilité de celui de 6%, ce qui

I Ainsi nommés par EvLir dans son célébre mémoire de Vlissingen, mais connus avant
lui. G. TArrY les appelle permutations carrees : il en prévoyait la généralisalion en permu-
tations cubiques, quartiques, etc. On a aussi appelé permutations des 2me, 3me .. ordres.
les nombres (2!)!, ((nY)!)!, etc. ainsi que les suivantsn!!=1! 2! ... nl, n!!ll=11! 211 |

2 Appelés carrés symboliques par M. Barsutte. On les appelle aussi carrés des n? offi-
ciers (de n armes différentes et de n grades différents. EvLir, loc. cit.).
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a été vérifié par G. Tarry. M. BarserrE a poussé tres loin I'étude
de ces carrés. (Carrés magiques, J.iége, 1912.)

Le carré ci-dessous est di 4 Evrer; il donne en outre dans cha-
cune des diagonales completes' la collection des cing couleurs et
des cinq valeurs.

1, 2, 3, 4 9
3, 4, 9, 1, 2,
55 1—& 2‘3 32 : 1
2, 3, & &, 1
b, 5, 1, 2, 3

On peut d'ailleurs, parla méthode des constellations de G. TARrrY,
trouver une foule de collections semblables: supposons le carré
indéfiniment reproduit & droite et au-dessous et découpons dans
un carton cing ouvertures correspondant aux termes 2,, 55, 3,, 1,
et 4, , par exemple, qui renferment la collection; dans chacune
des positions sur le carré indéfini, on verra une collection sem-
blable.

D’un carré d’Evier on déduit aisément un carré magique en
considérant les termes du premier comme étant écrits dans la
base n.

A signaler encore la table de division (mod. n) ou le terme (x, y)
est = x(x, y) et la table de multiplication (mod. n) définie par la
relation (v, y) = xy. (Voir les Fonc. arith. de G. Arxoux.)

VII. Permutations réciprogues. Jacost a appelé ainsi les permu-
tations telles que le a™° terme de la premiere étant g, le g¥° de la
seconde est «. Cette considération est due a EvLer (/. cit.).

[Le nombre des permutations qui sont leurs propres réciproques
est donné par la récurrence

’

=41, v, =2, u, = u,_; + (h—Nu._, .

VIII. [.e nombre total des manieres dont on peut effectuer le
produit de » nombres différents est

2n — 3) ! 2" !

e - (Catalan).
2.4.6.. (2n — &

INX. On appelle inpersion le cas d’'une duade qui n’est pas écrite
dans l'ordre naturel : ainsi la permutation ddac comporte les trois
inversions ba, da, dc. Une permutation est de premiere ou de
secconde classe selon qu’elle présente un nombre pair ou un nom-
bre impair d'inversions. Les deux théovemes suivants sont le fon-
dement de la théorie des déterminants.

1 Telle que 35. 42, 34, 21, 3.
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Une permutation quelconque change de classe si on échange
deux lettres. Les deux classes renferment un méme nombre de
permutations. (Bezour.)

X. Déterminer les permutations telles que, pour fet g quel-
conques, la difféerence de la /*° et de la g*° ne soit pas égale a
/' — g, en valeur absolue. Question identique au probléme des
reines (V).

XI. Rangeons les permutations de n lettres dans 'ordre ol on
les trouve successivement. Quelle est la A" ? Quel est le rang
d’'une permutation donnée ? (J. Bourcrr, [. cit.)

XH. Permutations discordantes. l.e nombre des permutations
ou aucune lettre n’est a sa place est donné par la formule sui-

vante, due a LarrLace, mais entrevue par EvLer

n!—C,.,(n—1)! 4+ C, o(n—2)1 — ...

)2,1(
NIII. Les 2**! premiers entiers — de méme que les 2" (24 -+ 1)
— peuvent se partager en deux suites donnant une égalité au
ntme degré. (G. Tarny.)
XIV. Le nombre des permutations de n lettres présentant A
inversions est égal au coeflicient de »* dans le produit

(L + ) (1 + v +2%)(1 4+ > + 2 + 1% ... (O. Rodrigues.)

XV. Trouver le nombre des dispositions rectilignes d'un jeu
de domino rangé suivant les regles du jeu (Reiss.] Aux doubles
pres, gette question revient a la 1e(‘herche du nombre de manieres
de tracer d’un seul trait un heptagone et ses diagonales {(LLarsant).
NVoir Ed. Lucas. op. cit. 11 et IV.)

XVI. Probleme de Kirkman. Voir dans les Recr. d'Ed. Lucas et
de Rouse-BarL la solution de divers cas simples de ce probleme,
qui dans toute sa généralité consiste a disposer mn lettres en
groupes de n, de maniere que chaque lettre ne soit qu'une seule
tois en présence de chacune des autres. (Voir aussi Encycl. des
sc. math. 1, 1, p. 79.)

XVIL. Probleme du cayalier. 1l s’agit de faire pavcourir au ca-
valier toutes les cases de 1'échiquier, en suivant la régle du jeu.
(Voir Ed. Lucas, Rouse-BarL et Aurexs, op. cit.)

6. — Transformations des permutations. changes. La transfor-
mation la plus simple consiste dans 'échange de deux lettres don-
nées ; on représente cette opération par la notation (a, 6) laquelle
indique que a prend la place de b et b, celle de «.

Par exemple dO'efabc se transforme en abcde/‘g par les échanges
(a, d), (b,g), (c,e), (d,[), e, [) et f, , (que pour abréger on
désignera en disant qu on falt subir a dgefabc Vopération (a, d)
b, g)lc, elld, f)e, [l

Clnq hommes et leurs femmes sont disposés dans l'ordre
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ABCDEabcde ; leur faire échanger leurs places de maniere que
chaque mari soit a c6té de sa femme. On trouvera les solutions
par analyse indéterminée ; 'une d’elles s’indique par I'opération
(@, B)(c, D)(d, E)(d, 8). Onvoit que d change deux fois; on remar-
quera aussi que 'ordre des échanges (a, B) et (¢, D) est indifférent,
ce qui tient a ce qu’ils n’ont pas de lettres communes ; mais il
n’en est pas de méme des deux autres qui donnent des résultats
différents si on exécute d’abord (d, b).

11 faut ainsi toujours effectuer les échanges dans 'ordre indiqué.

A remarquer également que lopération («,b) est la méme que
(b,a) et que 'opération (a,bd) faite deux fois laisse la permutation
inchangée.

7. — Déplacements. Pour faire venir a entre & et d dans hdgefabc,
on peut effectuer l'opération (a, f)(a, e)(a, g)(a, d), ce qui re-
vient a retirer a et repousser d’un rang 'ensemble des lettres &,
o, e, [, et mettre @ a 'endroit laissé libre. On appellera dépla-
cement cette opération ; la formule qui la représente sera donnée
plus loin.

Etant donné la permutation ABCabcafy, la transformer par dé-
placements sur deux lettres a la fois, en une autre ou les A soient
ensemble, de méme que les B et les C. On exécute les déplace-
ments sur BCa, sur bca, sur BCa, bc¢f et CF6, toujours vers la
cgauche : on a alors AaaBbBCey.

8. — Transformations diverses. l.e nombre des permutations
de n lettres étant limité, si par une certaine transformation la
permutation P, devient P, , puis si, par une transformation iden-
tique, celle-ci devient P,, et ainsi de suite, il arrivera qu’on re-
tombera sur une transformée P; identique a une permutation déja
trouvée P . On aura ainsi :

P =P P o=Py 5.... P, = Py

Ainsi la permutation proposée fournit un certain nombre £ — 2
de transformées revenant périodiquement. 1l est commode d’écrire
ces # — h permutations les unes sous les autres en un tableau
synoptique.

I. Transformons, a I'aide de la formule # = 24 4+ 3 (mod. 7),
les termes de la permutation £k =1,2,3, 4,5, 6, 7; puis, de la
méme maniere, ceux de la transformée y =22 + 3 = 22k + 6 4 3,
puis z = 2y + 3 = 2°k 4 12 + 6 -+ 3, et ainsi de suite; on aura:

=~

I

N
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I~
lep]
—
e

1
)
6374152
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L.a période comprend trois permutations.

II. La transformation d’Evier indiquée au n°5, VII, donne une
période de deux permutations.

III. D’un paquet de jetons 1, 2, 3, ... n, on met le premier sous
le dernier, on élimine le deuxieme, on met le troisieme sous le
paquet, puis le quatrieme sur celui qui a déja été retiré, et ainsi
de suite. Quelle sera la permutation obtenue par les éliminations
successivement effectuées ? (Risr.)

Soit n = 10. Apres dix opérations, on aura éliminé 2,4,6, 8,10
et il restera 1, 3,5, 7, 9; apres quatre opérations sur ces der-
niers on éliminera 3, 7, et il restera 9, 1, 5; aprés deux opéra-
tions sur ces derniers on élimine 1 et il reste 5, 9; on élimine 9 et
il reste 5, qu'on élimine. On a ainsila permutation 2, 4, 6, 8, 10,
3,7,1,9,5. (Voir Barserre, Piles mere., 1912.)

IV. Sextines. Mettons la derniere lettre d’'une permutation avant
la premiere; avant-derniére immédiatement avant la deuxieme,
I'antépénultieme immédiatement avant la troisiéme, et ainsi de
suite ; nous aurons la sextine de cette permutation. Agissons de
méme sur cette sextine, puis sur ce second résultat et ainsi de
suite ; nous retrouverons la proposée apres un nombre & d’opéra-
tions dépendant du nombre n des lettres. Voici la valeur de %
pour les seize premieres valeurs de n :

o~
)

n

k

5 6 7 8 9 10 11 12 13 1% 15 16

|

1
1

2 3
2 3 3 5 6 & 4 9 6 11 10 9 14 5 15

|

(Prompt.)
V. Battements de Monge*. Soit un paquet de n cartes; mettons
la deuxieme sur la premiere, la quatrieme sur la deuxieme, la
sixieme sur la quatrieme et ainsi de suite; on aura une transfor-
mation qu’on pourra représenter par

n,n—2,n—4,...4,2,1,3,5,...0n—3,n—1,
ou
n—1, n—3....4,2,1,3,...n—1,n,

selon que n est pair ou impair.

Selon que A est pair ou impair, la A% carte devient, si n est
2 b]

pair,

1 n -+ 2 — h O\ eme 1. n-+1- Lo\ eme

a ——T— ou ia 2_—— . (O()
: . . . 1 )
Pour n impaltr, on a‘]OUtera n — 5 aux nombres ((X) .

' En réalité cette maniére de batire les cartes se voit déja chez Bacurr.
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Opérons de la méme maniére sur cette transformée, puis sur la
deuxiéeme transformée, et ainsi de suite; nous retrouverons la
proposée aprés un nombre & d’opérations qui sera

pour n =2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 50 52 2t
k=2 3 6 & 6 10 14 5 18 20 50 12 [ 4 1.

Sans écrire les diverses permutations, on calculera aisément
les emplacements successivement occupés par une méme carte.
Ainsi, a I'aide des formules (), on verra que, pour n = 8, la pre-
miere carte devient la cinquieme, la septieme, la huitieme et la
premiere ; — que, si nest de laforme 62 4 4, la (2x 4 2)*° occu-
pera constamment le méme rang; — que si n est de la forme
10x + 2, les (2o -+ 1)*™° et (62 4 2)*° échangent leurs places alter-
nativement.

9. Substitutions. Cavcuy a édifié une vaste et importante théorie,
dont les préliminaires, qu’on traitera d’apres lui, appartiennent
au sujet du présent article, et ou le grand analyste envisage les
transformations des permutations en général comme un nouveau
calcul ayant ses regles et ses notations propres. [a figurdtion
d’une telle transformation s’appelle une substitution. La transfor-
mation de abedefghi en cdifebhga, par exemple, se représentera
ainsi:

bedefahi ,
(i) ou (e, b, d. Ak, g)le) ()

Cette derniere notation estla généralisation de celle des échan-
ges: elle indique que @ se change enc¢,ceni,iena;bend, d
enf,fenb;heng, gen’;enechangeant pas de place. La pre-
miere notation a ce désavantage de ne présenter qu'implicitement
la substitution, objet de 1'étude, et d’en présenter explicitement,
au contraire, une simple application arbitraire; aussi elle n’est
guere utilisée que pour faciliter I'écriture de la seconde. Ainsi

<abcdef

%
fedcl)a) fait voirimmédiatementquela substitution (a, /) (2, ¢€)(c, d)

i . el ‘ abedef
change abcdef'en saretournée fedcba, et (/)cdefa> , quela, b, ¢, d,

e, [) change la méme permutation en sa premiére tournante
bedefa.

Dans le premier exemple, la substitution se compose de quatre
cycles, ou si l'on veut, de trois, le cycle (e) pouvant en effet étre
supprimé de la formule, comme inutile. Quand, comme dans le
second exemple, il y a plusieurs cycles contenant chacun un méme
nombre de lettres, la substitution est dite réguliere. Quand il n’y
a qu'un cycle, comme dans le troisieme exemple. elle est dite
circulaire.

L’Enseignement mathém., 19¢ année: 1917. 19
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Autres exemples: La substitution (a, &, ¢) appliquée a cdba
change celle-ci en adcb. La substitution permettant de passer de
dbeac a adbec, ou de ceadfb a cbeafd est (d, a, e, b)(c)(f), ou
simplement («, e, b, d). ,

Une substitution ne peut se décomposer en cycles que d’une
seule maniére; et une méme lettre ne peut se trouver dans deux
cycles. D’ailleurs les cycles peuvent s’écrire dans un ordre quel-
conque, et dans un cycle donné on peut mettre la premiére une
lettre quelconque.
cdifebhga . : .
) =la, i, (b, £, d){h, g](e), qui trans-
forme cdifebhga en abede/ohi est dite Vinperse dela substitution (a),
parce qu’elle permet de passer de la transformée ¢di ... a a laide
de (a) a la permutation primitive abc ... . li'inverse de (a) s’écrit
en renversant les lettres dans les cycles de (a).

10. — On appelle application de la substitution S a la permu-
tation P, ce que celle-ci devient quand on fait subir aux lettres
qui la forment les modifications indiquées par S: ainsi 'applica-
tion de (a, b)(c, d) a abed est badc. |

On appelle produit de deux substitutions S = (a, b, ¢, d), S' =
\a, c, b, d), et on note

S  =(a, b, c,d).la,c, b, d"?

La substitution(

la substitution (@, d, ¢j qui, appliquée a une permutation déter-
minée, donnerait la méme transformée qu’en y appliquant d’abord
la substitution S, puis au résultat la substitution S’. Ainsi le pro-
duit S5’ = (a, d, ¢) est la substitution qu'on trouve en changeant

a en b (1re substitution), puis b en d (2me substitution)

d en a » » a en ¢ »
¢ en d » » d en a »
b en ¢ » » ¢ en b »

De la, la notion du produit SS’S’’ ... de plusieurs substitutions;
— de la puissance Sk d’une substitution S; — de la puissance
S® = 1, ou substitution-unité, qui laisse sans changement la per-
mutation et pourrait s’écrire (a)(b)(c) ... La substitution inverse
S~! est ainsi celle qui, multipliée par S donne la substitution-
unité : par exemple, comme on a:

(@, c,d, b,e).(a, e, b, d, c)=(a)lc)(d)(b) =25,

1 Le point, indice de multiplication, n’est pas indispensable; on ne peut confondre un
produit de deux substitutions circulaires avec une substitution formée de deux cycles, car,
dans ce dernier cas, les deux cycles n’ont pas de lettres communes.
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les deux facteurs du premier membre sont les inverses l'un de
lautre.
Si S permet de passer de la permutation P a la permutation Q,

. P , . —1
on pourra la représenter par <Q> , de .sorte que son inverse S

P
11. — On donnera ici, d’aprés Cauvcny, les périodes des puis-
sances de diverses substitutions :

sera représentée par <

(@, b), (a){(b) =11 . (a, b.c). (a, ¢, b), (a)lb){c) =1
(@, b, c,d), (a, c)(b, d), (a,d, c, b), 1.
(@, b, ¢, d,e,a, c,e, b,d),(a,d, b,e,c), a, e, d,c, b),1

(@, b, c,d, e, f),(a,c,elb,d,[), (a, d)(b, e)lc, [),
(a, e, )b, d, ), (a, fi e, d,c,b),1

(e, b, c)d, e), (a, ¢c. b)(d, e), (a, b, ¢), (@, ¢, b)(d, e, 1
(a, b, c, djle, [}, (a, )b, d), (a, d, c, bie, f). 1

L.es puissances d’une substitution sont visiblement périodiques,
puisque le nombre des formes qu’elles peuvent avoir est limité ;
il est méme aisé de voir que la période d’'une substitution circu-
laire comprend un nombre de termes égal a celui des lettres, ce
qu’on vérifiera en remarquant que, pour cing lettres, par exemple,
les puissances sont :

(a/wdc) (alzcde> <abcde> <al)cde> <al)cde> <a/)cde>
abede) ' \bedea) ' \cdeab) ’ \deabc) ’ \eabed) ’ \abede)
Si une substitution circulaire a » lettres, on a ainsi 5" =1, d’ou
S" 'S =1; donc S" 'est I'inverse de S. En général S"* est 'in-
verse de S*: la deuxiéme partie de la période se déduit donc de
la premiére en renversant les termes des substitutions de celles-ci.
A remarquer en outre, d’'une part, que toute substitution régu-

liere est une puissance d’une certaine substitution circulaire, par
exemple :

a, b, ... h(a, b, . U)a b, V)= (a,a, &, b, V0", L, 2,
ensuite qu'une puissance de substitution circulaire n’est elle-

méme circulaire que si I’exposant est premier avec le nombre des
letires, en particulier si ce dernier est premier.

! La substitution (a, 6) est sa propre inverse, c’est-a-dire que (@, b)2 =1, ce qu'on a vu
déja au ne 6. ’

On remarquera que la puissance d’une substitution non circulaire est le produit des puis-
sances de ses différents cycles.
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12. — Sans changer le résultat, on peut, dans un produit de
substitutions, SS’S” ... effectuer les multiplications & mesure
qu’elles se présentent ou les grouper comme ci-dessous :

SS’S"S™ ... = S(S'S”)S" ... = SS/(§"8") ...

Mais, et c’est en quoi cette opération differe de la multiplication
ordinaire, on ne peut, dans le calcul, changer I'ordre des opéra-
tions*. Les substitutions SS’ et S’S sont en général différentes ;
dans le cas tout a fait exceptionnel ou les deux produits sont
identiques, les substitutions sont dites échangeables; on en a des
exemples simples : dans le cas ot aucune lettre de S ne se retrouve
pas dans S’ et réciproquement, par exemple :

(@, b).(c, d)=(c, d).(a, b) .
et, dans le produit de puissances d’'une méme substitution, comme
S28% — SS(SSS) = (SSS)(SS) = $*S? .

Voici encore un exemple de Cavcuy : soient
S=1H(a,b,c,d)(e,f, g, h), SS=(a,c,e,g(b,f,d, k),

on aura:
S8 = 8'S = (a, )b, g)(c, h)(d, e) .

Ainsi étant donné deux expressions équivalentes d’une substi-
tution, R = S, on peut multiplier les deux membres par une
méme substitution T, mais, dans les deux cas, a droite ou a gau-
che. Ainsi on aura:

TR=TS e RT =ST,

mais non
TR =—= ST ni RT =— 7S .

13. — De RS =T et RS' =T, on tire, en multipliant a gauche
par R™,
= Rl = 8" .

Donc les produits d’'une substitution par deux autres sont dis-
tincts et les produits d’une substitution par celles d’'un méme
nombre de lettres les reproduisent toutes.

En outre le nombre de substitutions de » lettres est n! puisque
c’est celui des substitutions qui peuvent changer une permutation
en toutes les autres.

1 On dit, dans ce cas, que la multiplication n’est pas commutative.
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14. — 1. Si les substitutions S et T sont échangeables avec R,
ilen est de méme de leur produit. En effet des relations SR =RS

et TR = R'T', on tire
(ST)R = S(TR) = S(RT) = (SR)T = (RS)T = R(ST) .

II. Si en outre UR = RU, on a (STU)R = R(STU]). Et ainsi de
suite.
1II. Soient les relations RS=T, SR = U, on aura:

TR — RU. T2R — RSRSR — RUZ, ... T'R = RU" ;

done l'une des relations T* = 1, U* = | entraine Dautre.

15. — Les produits TS = U et ST =V donnent des substitu-
tions semblables. Considérons une permutation quelconque P,
des lettres a, &, ¢, ... en nombre au moins égal a celui des lettres
de U, et appelons Q la permutation qui s’en déduit quand on lui

.. . . . P
fait subir cette substitution. On a: U = (Q) )

Supposons que a', b, ¢, ... représentent ces mémes lettres dans
un ordre différent, et soient P’ et Q' ce que deviennent P et Q

4

. " s P . =
quand ony accentue les lettres; la substitution < > sera évidem-

Q/
ment semblable a U. Orlasubstitution qui change P en P’ change
aussi Q en Q’: appelons-la T ; on aura:

w_ [P\ __/Q o (P QY
1“<P'>“‘<Q'>’ don T “(P)“(Q)

On tire de la

(P/> <P,> <P) ( Q) 4 r ‘__,1 gy r \—1 e m #
L, = , — 1 Ul =1 'S T=ST =Y .
@)= p)le/la (+5)

Cette substitution V est donc semblable a U 2 .

/
1 On veut dire par la que la substitution (P

Ql
puis Q a P, enfin )/ a Q.
2 Cette ingénieuse démonstration de CaucHY peut étre présentée ainsi d’aprés M. JORDAN.

) revient a substituer la permutation P a P/,

2P ES . . . _mp—1 . . . .

Eliminous S; il vient V=T "UT; soit (a, &, ¢, ...) un des cycles de U; si Papplication
de T 4 la permutation abc ... la transforme en a’d'c’ ... , celle de T~ change a/b’c’ ... en abe ...
et par conséquent celle de V a a’d/c’ ... la transforme successivement en abc..., en be... a

et b'c’... a’: on peut donc poser:

e ...
V= (Z ,C a,> = (a, ¥, ¢l ..) .

ef...

V est donc le résultat de l'applicatien de T a U.
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Exemples : pour

S=(a,. b)), T=(h,¢)y, oma: U=(a,c, b, V=(a, b, ¢ ;
S=(a,b,c.d), VT =1(a,c), ona: U= (a, b){c, d), V={(a.d)(b, ¢} ;
S=t(a,b,c,d), T=(a,b), ona: U=1(b,c,d,V=la,c,d;;
S=(a,b,c,d,e.f), T=1(b,c,d,e), ona: U= (a,c,e, fi(b,d),

N=(a,b,d, f)lc,e).

Cor. 1. La substitution 1T7'UT, semblable 4 U, s’obtient en
effectuant la substitution T dans les cycles de U. En effet, cette
opération! équivaut a 'accentuation des lettres dont il est parlé
plus haut.

II. SiTU=UCT, on a: U=T7'UT. Ainsi, pour que T et U
solent échangeables, il faut et il suflit que U ne change pas quand
on lui applique T.

. . . - g P
III. Sila substitution V est semblable a U = <Q
substitution T telle que TU = V'I', et par suite toute substitution

. . ri— F 7 s . P’
semblable a U est de la forme T7'UT. En effet 'expression <Q’>
représente toute substitution semblable a U: on peut donc la
supposer égale a V.

> , 11 existe une

(A suivre.)

1 Cette transformation d’une substitution est analogue a lapplication d’une substitution
a une permutation, — et par suite on peut la désigner sous le nom d’application de la
substitution T a la substitution U.

e T e A S, Sl il
=~
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