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La solution du probléme général des arithmodistances aux
sommets d’un arithmotriangle résultealors des considérations
qui précédent. Soit, en effet, une droite issue d’'un sommet,
A par exemple, et contenant les deux solutions particuliéres
mais dépendant d’un paramétre arbitraire. D sur le cercle
circonscrit et E sur le coté BC. Sur cette droite ADE le pro-
bleme des arithmodistances s’exprime par les deux équa-
tions :

— 2

)
)

+ x? — 2bx cos [,

w

= ¢* 4+ a2 — 2cx cos v,

Al

3 et » étant les angles de la droite ADE avec les deux cotés
partant du sommet A ; les cosinus de ces angles sont ration-
nels puisque les cotés des triangles ABE et ACE sont ration-
nels. Les deux équalions qu‘i précedent représentent deux
cylindres du second ordre et, par suite, sur la droite consi-
dérée ADE, le probleme des arithmodistances aux sommels
de ABC se rattache a 'étude d’une biquadratique gauche.
Cette biquadratique gauche engendre évidemment la surface
du quatriéme degré, lorsque ADE pivote autour de A.

Sur la surface du quatriéme degré attachée auw probléme
des arithmodistances aux sommets d'un triangle, il existe
donc une triple infinuté (@ un parameire) de biquadratiques
gauches. Chacune de ces biquadratiques gauches admet des
arithmopoints connus, sitiés sur les arithmoconiques de la
surface.

Arithmotriangles a médianes rationnelles.

98. — ARITHMOTRIANGL.ES A MEDIANES RATIONNELLES. D'une
maniere générale, le centre de gravité de l’aire d’un arith-
motriangle n'est pas une solution particuliére du probléme
des arithmodistances attaché a ce triangle, car les médianes
ne sont pas généralement mesurées rationnellement. Le dif-
ficile probléme qui consiste a déterminer les triangles dont
les cotés et les médianes sont rationnellement mesurés a
été 'objet de toute une série de Mémoires de L. EULER *

a) Solutio problemalis de inveniendo triangulo in quo recte
ex singulis angulis latera opposila bisecantes sint rationales
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(1772), [Leonhardi Euleri Commentationes arithmetice col-
lectee, tomus prior, Petropoli, 1849, pp. 507-515].

b) Investigatio trianguli, in quo distantiee angulorum ab
ejus centro gravitatis rationaliter exprimantur (1778) [ibid.,
tomus posterior, Petropoli, 1849, pp. 294-301].

c) Solutio facilior problematis Diophanter circa triangu-
lum, in quo recte ex angulis latera opposita bisecantes ratio-
naliter exprimantur (1779) [ibid., tomus posterior, pp. 362-
365].

d) Probléeme de géométrie, résolu par Uanalyse de Dio-
phante (1782) [ibid., tomus posterior, pp. 488 491].

Comme solutions simples, Euler donne dans ces divers
mémoires les suivantes:

a —= 68 b — 87 ¢c— &b m, = 158 my = 127 m, = 131
0
477 277 446 569 861 640

159 325 314 619 377

=~
e~

a, b, c étant les cotés et my,, my,, m. les médianes des tri-
angles considérés.

e) Il faut en outre mentionner un fragment relatif a ces
mémes triangles: Fragmenta commentationis cujusdam ma-
Joris, de invenienda relatione inter latera triangulorunt quo-
rum area rationaliler exprimi possit (ibid., tomus posterior,
pp. 648-651). La piéce débule par quelques considérations
sur les triangles que nous nommons actuellement les arith-
motriangles héroniens (pp. 648-649); puis Euler ¢étudie, au
titre de probleme analogue, celui des arithmotriangles a
médianes rationnelles (pp. 649-650): « quod autem illo diffi-
« cilius est judicandum quoniam non generaliter solvi pati-
« tur ».

Ce probleme consiste donc a résoudre le systeme suivant
de trois équations

2(0° 4 ¢f) — > =17,
202+ a*) — 0*=1[],
2(a®> 4 %) — ¢ =

J'observerai que le probléme ui consiste a déterminer un
arithmotriangle (@, b, ¢) admeltant une médiane rationnelle
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(sans se préoccuper de la nature des deux aulres) est reso-
luble de la maniére suivante. L’équation du probleme
2(b% + ¢%) — =[],
mise sous la forme
200 + ) =a* + [,
est susceptible d’étre mise sous la nouvelle forme

(b4 cP+(b—c)P=2a+[];

il résulte de la théorie de l'arithmocercle que cette derniere
équation admet pour solution générale

a=(b+ c)cosa + (b —¢) sina ;

b et ¢ restent arbitraires, a est déterminé par cette équation,
o . .
dans laquelle « est un arc tel que tang 5 est rationnel (je ne

discute pas les conditions d’existence du triangle).

Il résulte de la remarque qui précede que, dans tout arith-
motriangle a médianes rationnelles, les trois cotés a, b, ¢
sont liés entre eux par trois relations linéaires et homogénes

a

b

|

(b + ¢) cosa 4 (b — ¢) sina ,
(c 4+ a)cos § 4+ (¢c — a) sin §

(@ 4+ b) cosy 4 (a — b) siny

J

c

1

o4 “
dans lesquelles tang 5, tangg, tang—;— sfont trois nombres

rationnels algébriques

B Y

tang%:x s 7tang§:y , tangizz 5

ces trois nombres sont assujettis a vérifier certaines inéga-
lités assurant l'existence effective du triangle et une relation
de compatibilité que je retiendrai seule :

—1 cos 2 4 sina cos o — sina
cos 3 — sinf3 —1 . cosf f+sinB | =0

cos y 4 siny cos Yy — siny " —1
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En posant, pour abréger I'écriture

2X — a® — 1 2Y =y — 1, 22 — ¥ — 1

cette condition prend la forme :

'X+1 X -2 X+«

Y + » Y +1 Y —y ’:0;
|
7 — 3 Z 4+ = Z—}—l:

par développement du déterminant, cette équation se réduit
finalement a celle

d’une surface algébrique du quatriéme ordre dépourvue de
ligne double.

Il 'y a, d’apres ce qui précede, équivalence entre le pro-
bléme d’EvLEr et 'étude arithmogéométrique de la surface
précédente. A tout arithmotriangle a médianes simultané-
ment rationnelles correspondent des arithmopoints de la
surface, puisque les équations en «, (3, y sont du second degré
en r, en y et en z. Inversement a tout arithmopoint de la
surface correspond une solution (a, b, ¢) délinie a un méme
facteur prés, dont l'existence correspond & une similitude
arbitraire des triangles solutions.

Quant a I'étude arithmogéométrique de la surface mise en
évidence, elle est immédiate, si 'on observe que c'est une
surface du quatrieme degré, admettant d’ailleurs quatre
séries de sections planes simples (v = const., y = const.,
z = const., x + y 4+ z = const.) qui sont des cubiques
planes. De tout arithmopoint connu @ priori ou par un pro-
cédé quelconque, se déduisent donc immédiatement quatre
cubiques non complanes douées d’arithmopoints.

99. — Il est intéressant de noter en passant que dans tout
arithmotriangle pythagorique la médiane relative a Uhypo-
ténuse est seule rationnelle. Cette question n’est point traitée
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dans les Commentationes arithmetice, mais elle conduilt a
’étude des équations simultanées

LZ"‘) _l__J.‘Z: D ,
=[],

to

32 + 4

entre les cathétes d’un triangle, ces équations exprimant
respectivement que le triangle est rectangle et que 'une des
médianes relatives a 'une des cathétes est rationnelle. Ce
systeme impossible a été considéré par EvLER, dans le sup-
plément de la piece du 5 juin 1780, citée au paragraphe 87,
al’occasion de l'inexistence d’arithmotriangles télémétriques.
100. — Le probleme traité par EuLEr dans son Mémoire
qui a pour titre Reclerches sur le probléme de trois nombres |
carrés tels que la somme de deux quelconques, moins le trot-
steme, fasse un nombre carré (Leonhardi Euleri, Commenta-
tiones arithmeitcee collectae, tomus posterior, Petropoli,
1849, pp. 603-616) se rattache manifestement par analogie au
probleme des arithmotriangles a médianes rationnelles. Les
équations sont ici

|

2 2 ¥ __ 2
b* + ¢ — @ == ] =p*,
¢+ a?— 0P =] =¢?,

2 24 D}

at + 0 — =] =r;

Euler en signale toute une série de solutions particuliéres,
telles que

I o m v v
a = 241 397 425 295 493
h = 269 593 373 769 797
¢ = 149 707 205 965 937

auxquelles correspondent respectivement les nombres :

I 11 111 v V
P = 19l 833 23 1081 1127
g = 89 533 289 833 - 697

r— 329 97 927 119 289 .
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lci encore, en posant

a="bcosa -+ csina ,
b—=ccos3 4 asinj,
c =acosy -+ bsiny ,

% g Y :

g =&, lango =y, tang5 =3 le probleme se
rameéne a l'étude arithmogéométrique d’une surface dont le
premier membre de l'équation est le développement du
déterminant exprimant la compatipilité entre les relations

qui précedent :

avec tang

\ — 1 cos a sina;
Esin;:‘, —1 cos 3 | = 0 ;
‘cosY siny —1 i

cette surface est représentée par l’équation du sixieme degré .

Quoique le degré de cette surface soit aussi élevé, il se
trouve qu’en raison de la nature de sa courbe a 'infini, une
grande simplification se produit ici. Les sections par les
plans paralléles al'un quelconque des plans coordonnés sont,
en effet, des quartiques planes. En outre, une telle quar-
tique se présente manifestement comme étant la projection
d'une biquadratique gauche. Si l'on considere, en effet, la
quartique située dans le plan de cote z, et silon pose

xy —= t

.«

la quartique considérée n'est autre que la projection de la
biquadratique gauche, intersection du paraboloide hyper-
bolique représenté par cette derniére équation en x, y et ¢
par une autre quadrique dont 'équation est moins simple.
De la connaissance d’une solution particuliere du probléme
il est donc possible de déduire une infinité de nouvelles
solutions, comme application de la théorie des fonctions

elliptiques.
(A sutvre)
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