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172 E. TURRIERE

qui, aprés développement, donne encore une équation de
Brahmagupta-Fermat du quatriéme ordre.
La réciproque n’est pas exacte. Toute équation

Axt 4 Bx® 4 Cx? 4 D 4+ E = 4?2

ne serait susceptible d’étre rattachée a un probléme d’arith-
modistance pour une arithmoconique de 'espace, ni @ fortior:
pour une arithmoconique de l’espace. Les équations pour
lesquelles A et E ne sont pas sommes de deux ou trois carrés
ne sont pas susceptibles d’une telle interprétation géomé-
trique : par exemple aucune des équations

y2=at—1, yr=a*4+ 7,

ne peut étre associée a une arithmoconique de l'espace ou
du plan au titre de courbe représentative de 1'équation du
probléme des arithmodistances.

Le probléme de Bhaskara et les équations

.2

ela, y) = w*, Yz, y) = v .

54. — LE proBLEME DE BHAskARA. — Le systéeme des deux
équations indéterminées

x4y —1=u?,
2?2 — 3t —1 =2,
a quatre inconnues x, ¥, #, ¢, dont Buaskara' a donné les
trois solutions particuliéres suivantes dépendant d’un para-
metre rationnel arbitraire

x=8\ 4+1 == BA2
1
x:)\+§5\_ , y=1 |,
___(87\2——1)2 ___8)\2~—1
T= gy Y= g

1 Le Lilavati, section 1V, regle 59-60, Cf. Nouvelles Annales de Mathématiques, question
206, (2], t. VIII, 1849, p. 107; E. CLERE en donna une solution incompléte, t. IX, 1850, pp.
116-118.
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et dont la solution générale a été obtenue par A. GENoccHI?,
pourrait de diverses maniéres étre rattaché aux considéra-
tions qui précédent, en supposant que 'une des inconnues
prend une valeur précisée, ou encore que u et ¢, par exemple,
sont deux fonctions linéaires d'une variable z a coeflicients
rationnels et connus. On pourrait aussi songer a des consi-
dérations d’hypergéométrie.

Je me bornerai a signaler que le systéme des deux équa-
tions de Bhaskara est équivalent au systéme suivant :

2 — 1) = w? + v?, 292 = — P

il suffit de poser

pour réduire toute la question a I'étude arithmogéométrique
d’'une surface unicursale du quatriéme degré d’équation

1
X2—Y2:4)\2—|—-ﬁ

en coordonnées cartésiennes (X, Y, A). En posant alors

: G 41 , "
X 17 - —_— X — Y — &
N A n
il vient ainsi :
e ol e L i
TR T —pr T o e

Telle est la solution générale dépendant de deux paramé-

tres rationnels arbitraires, 1 et p, des deux équations de
Bhaskara.

55. — Les équations, analogues aux précédentes,

e,

x2+:’2+1
x2+y2__1

|

2
ve o,

1

* Angelo GeNoccHI, Solution de la question 206, Nouvelles Annales de Mathematiques, (2],
t. X, 1851, p. 80-85.
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se traitent de la méme maniére. Elles sont équivalentes aux
équations

2= u — ¢?,

2(;1}2 _I__JZ) — u2 __I_ V2 :
en posant donc

u:)\—{—-%\, v:l—%—\,

I'étude de ces équations est ramenée a celle d’'une surface
unicursale du quatriéme degré représentée par I’équation
(en coordonnées cartésiennes x, ¥, A):

1
.2 2 . 52 -
x® 4y = N+ eI
Cette surface peut étre envisagée comme engendrée par
: : : 1

un arithmocercle passant par 'arithmopoint (x =AY :;—,7),
de sorte que les expressions rationnelles des coordonnées
d’un point quelconque de la surface s’obtiennent en posant

i
tanggztet
x:)\cosﬁ—}—%\sinﬁ,
= Asin0 — — cos 0
\‘:}__ sSin ’-—2’—')\COS .

La solution générale du systéeme des deux équations

(2241 =1u,
?x2_|_y2__1:‘,2’

est ainsi
0 t 1— ¢
LML=y =g
* 1 4 2 ’ )= 14 ¢
56. — Le systéme formé par les deux équations simulta-

nées, encore analogues aux équations de Bhaskara:

~
o~
s

xi’ +32_/1
2 —yP41=

g
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peut étre traité par un procédé semblable, a la seule diffé-
rence que la surface unicursale qui se présente ici est du
troisieme degré. De ’équation

2% — u® 4+ v?
et des résultats du § 5, il résulte qu'il faut poser actuellement

u = x(cos 4 sinf) ,

4 p = x(cos § — sinf) ,

] : ; : ”
tang 5 = ¢ étant un nembre rationnel arbitraire. En portant

ensuite ces expressions de u et de ¢ dans I'équation

il vient
2,2
Eiii_)_ (y2 —1),

9
bx*

i1 — %) =
de sorte que ’étude des équations proposées est réductible
a celle d’'une surface cubique unicursale d’équation
Z(1 — 7% = X2 — Y? .

Les expressions générales des solutions (z, y), en fonction
de deux parametres, obtenues par ce procédé, sont les sui-
vantes:

v — 2% (1 + ¢3) 2 (1 4 3 41
— ORI+ ) —1 T RhAd o —1°
57. — THEOREME FONDAMENTAL SUR LES EQUATIONS SIMUL-
TANEES
ole, y) =, Yz, y) = v

Les équations de Bhaskara et autres équations analogues
qui viennent d’étre résolues dans les trois paragraphes pré-
cédents appartiennent a la classe trés générale d’équations
du type ¢(r,y) = u? ¢ (x,y) = ¢%, ou ¢ et sont deux poly-
noémes a coefficients rationnels en x et y, et qui sont douées
d’une solution particuliére manifestement connue a priori :
les équations de Bhaskara sont ainsi douées de la solution
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(x = 1, y = 0); les équations du § 56 sont douées de la solu-

tion (r =0, ¥ = 1). Quant aux équations du §55, il est facile

' . 1
d’obtenir une solution telle que v =5, y = 1.

Il est important d’observer que le probleme actuel de deux
équations a quatre indéterminées, qui semblerait se ratta-
cher a des considérations d’arithmogéométrie pour un hyper-
espace a quatre dimensions est réductible a une étude arith-
mogéométrique d’une surface de I'espace ordinaire.

D’une maniére précise et en se bornant, pour fixer les
idées, au cas de deux équations quadratiques simultanées,
il y a lieu d'énoncer le théoréme fondamental suivant :

Le systéme formé par deux équations simultanées quadra-
liques a quatre inconnues

ela, y) = b, dla, y) =7,

n‘admet pas de solution en général. La connaissance d’une
solution particuliére entraine la réductibilité de la question
a Uétude arithmogéoméirique d’une surface cubique.

Soit, en effet, (x,, y,, ¢y, ¢,) la solution connue a priori.
Je pose alors

x=x, 4 at , y =y, + Bt , w=u, + vt , p = v, + 8t ,

a, 3. y. 0, t étant cinq indéterminées. Chacune des équations
quadratiques données admet la solution £ = 0 et peut étre
résolue par rapport a ¢, de sorte que I'on obtient ainsi deux
expressions différentes de ¢

P, v,
t — -- , t — — ,

&, T,
sous formes de fractions rationnelles dont les numérateurs
sont des formes linéaires en («, . y, 9) tandis que les déno-
minateurs sont des formes quadratiques par rapport aux
mémes variables. Il résulte de cette remarque que toute la
question est réduite a T'étude arithmogéométrique de la sur-

face du troisiéme degré dont ’équation est
O, W, — W, b, =0

dans le systéme de coordonnées homogénes («yd).

R

k|
3
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La réductibilité a 'étude arithmogéométrique d’'une sur-
face de 'espace ordinaire n’est évidemment pas particuliére
aux systémes d’équations quadratiques. Lorsqu'en effet les
équations o == u? et ¢ = ¢? a étudier sont de degrés plus
élevés, laméthode précédente conduit a deux équations algé-
briques en ¢; I’élimination de ¢ permet alors de se ramener
a I'étude d'une relation unique entre «, 38, 7. 0, homogéne
par rapport & ces mémes-variables.

La réductibilité a I’étude d’une surface cubique de l'es-
pace ordinaire du systéme des deux équations quadratiques
o(r, y) = u® et Y(x,y) = o® étant acquise, il faut maintenant
observer que les conclusions du § 36 peuvent en outre étre
appliquées a la nouvelle équation cubique. La surface cubi-
que obtenue est précisément douée de trois arithmopoints non-
singuliers. Ce sont les arithmopoints de coordonnées respec-
tives

o« =20, 6 =10, vy=20, 5 =0,
a—20 5 =20, y7= 0, 6 =20,
a—0, p=10 , ¥ o= Ry o 8 =w

c'est-a-dire deux des sommets du tétraédre de référence et
un troisieme point de l'aréte qui les joint. La connaissance
d’un seul de ces arithmopoints suffit pour assurer et diriger
par le procédé du § 36 la représentation rationnelle de la sur-
face cubique au moyen de deux paramétres indépendants.
Dans ces conditions, la connaissance d’une solution parti-
culiere du systéme d'équations quadratiques généralisées de
Bhaskara entraine la résolubilité du systéme ; la solution dé-
pend de deux paramétres. Si la représentation trouvée de la

surface cubique est propre, cette solution est la solution géné-
rale.

Arithmogéométrie autour des cubiques de Lucas.

58. — Pour un nombre assez considérable d’équations
indéterminées ayant été l'objet de recherches spéciales, le
groupement x® + y? -+ z? intervient dans la structure de ces
équations. Il semble donc qu'il y ait intérét — et effective-

L’Enseignement mathém., 19¢ année; 1917. 12
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