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MODULE D’UNE SOMME

PAR

Michel Perrovitcu (Belgrade, Serbie).

; La proposition élémentaire et intuitive, d’aprés laquelle le
module d’'une somme Zu, est au plus égala lasomme de mo-
dules des u,, est fréquemment utilisée dans des démonstra-
tions et dans des calculs approchés. Les propositions aussi
intuitives qui suivent, fournissant a la fois des limites infé-
rieures et supérieures du module d’'une somme, pourraient
également rendre de pareils services.

I. — Soient

u, = a, + ib, , Uy, = a, 4 b, , u, == a, + ih, ,..
plusieurs quantités complexes. On a
mod Zu, = /P? 1 Q2

ou P et Q désignent les valeurs absolues de 2a, et 3b,.
L’inégalité et 'identité

1>_P2+Q2;E+E<P*Q :
C(PHQFT2 T 2 1’+Q>

font voir que

Done: le module d’une somme Su_a pour valeur (P + Q),
ou P désigne la valeur absolue de la somme de parties réelles
des u,, Q désigne la valeur absolue de la somme de coeffi-
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cients de i des u, el b désigne un facteur dont la valeur est

. . 1
toujours comprise entre ‘/—§et L.

N . :
La limite T est effectivement atteinle lorsque P==Q et la

limite 1 lorsque les u, sont tous réels, ou bien tous imagi-
naires.
On voit, par exemple, aussi que

log mod Xu, = log (P + Q) — ¢,

ot d est une quantité posilive plus petite que 3 log 2. Si le

logarithme est vulgaire, ¢ est compris entre 0 et 0,15051...;
s’il est naturel, 3 est compris entre 0 et 0,34657...

Rappelons que lorsque P et () sont des mémes signes, la
somme P + () coincide avec la valeur absolue du coeflicient
de ¢ de I'expression (1 + 7)3u, ., et que, si P et () sont des
signes contraires, cette somme coincide avec la valeur ab-
solue de la partie réelle de la méme expression, comme il
résulte de la formule

1+ 38, =(P— Q) + i(P 4 Q) .

I1. — Ce qui précede n’assujetlit les qualités u, a aucune
restriction. Supposons maintenant que toutes leurs parties
réelles @, aient un méme signe, aussi que tous les coeflicients
b, de i, les deux signes pouvant d’ailleurs étre quelconques.

En désignant par «, la valeur absolue de «a, et par 3, la
valeur absolue de 0, on aura

mod u, = mod (“k - i@k)

et par suite, en vertu de ce qui précede

1

Vo2

Faisons £ =1, 2, 3,... et ajoutons membre a membre les
équations ainsi obtenues. En remarquant que les a,_ étant tous
de méme signe, ainsi que les &, , on aura

(% + BA) = mod u, = o + 3, |

E“If — val. abs. de Zak =P, Zf, = val. abs. de b, = Q ;
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on obtient ainsi

L P+ Q =S modu, =P+ Q,
V2
ou encore
¥ mod u, = i (P + Q) , (1)
avec
1
S <=
S ErEd

Le facteur ) atteindra sa valeur —=- I/ limite lorsqu'on a &
la fois
a, = b, a, = b, a, = by, .
et la limite 1 lorsque dans chaque paire de quantités («,, b))
'une ou l'autre d’elles est nulle.
En comparant 'équation (1) avec I'équation

mod Su, = 0(P + Q) , L 2=

résultant de ce qui précede, on tire

0

mod Xu, :_): Y mod u; .

Le rapport 5 —9— atteindra sa plus petite valeur possible lors-

qu'on a a la fois § — ‘/ 5 et A =1; pour qu’il en soit ainsi il

faut et il suflit qu’on ait P = () et que, de plus, dans chaque
paire de quantités (@, , b,) I'une ou l'autre soit nulle. Le

ra port—e— a alors la valeur ——
P A Vo2

La plus grande valeur du méme rapport est d’ailleurs
manifestement 1, car on a toujours

mod Xu, = X mod u, ;

cette limite 1 est effectivement atteinte lorsque ou bien tous
les ay a la fois, ou bien tous les b, a la fois sont nuls (et 'on
a alors ala foiso =1, =1).
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On arrive ainsi a la proposition suivante:

Lorsque dans une somme Su,_les parties réelles des u,_sont
d’'un méme signe et qu'en méme temps les coefficients de
1dans les u,_ont tous un méme signe, on a

mod Euk = 12 mod U,

1
ou p. est un facteu/ dont la valeur est comprise entre 7 el L.

La limite w = ‘/__* est effectivement atteinte lorsque cha-

cun des termes u, est réel ou purement imaginaire, et que,
de plus, la somme de termes u, réels etlasomme de coefli-
cients de i des «, purementimaginaires sont égales en valeurs
absolues. La limite u = 1 est atteinte lorsque les termes
u, sont a lafois tous réels ou bien tous purement imaginaires.

Remarquons que dans le cas considéré (les @, et les &, des
mémes signes respectifs) la différence entre le Zoga/ Llhme du
module d’'une somme et le logarithme de la somme de modules
est toujours négative et plus pelile en valeur absolue que

1
5 log 2.

Geneve, janvier 1917.
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