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190 ~ M.-F. DANIELS

I

1. — TuEoREME DE PoHLKE. — Trois vecteurs-unités trirec-
tangulaires pewvent toujours, par une projection paralléle,
donner trois vecteurs coplanaires formant une figure sem-
blable a celle de trois vecteurs coplanaires connus (O'A)) = a,,
pourvu que parmi les quatre points O', Ay, A,, A; il n’y en
ait pas plus de trois en ligne droite.

Les vecteurs-unités trirectangulaires 1,, 1,, {; donneront,
la projection se faisant parallelement au vecteur-unité v par
des droites de longueurs x,, x,, x,, dés vecteurs propor-
tionnels aux a, (voir fig. 3), lorsque les douze composantes
de 1,. 1,, 1, et v, les trois scalaires x,, x,, x, et le facteur de
proportionnalité m satisfont a :

2'

§ i, —x, vt — ma, .1, — 0 .4, = 1
1) ¢ty — Xyt = ma, t,.i, = 0 i,.1, =1 rr =1,
/ ty — @yy = My, i,.i, = 0 i Hh=1

c’est-a-dire & un systeme de secize équations scalaires. Nous
déterminons successivement le vecteur r en fonclion des 1,
le coefficient de proportionnalité m et les trois scalaires x, .

2. — Les vecteurs donnés a,_ étant coplanaires, il existe
des nombres 4 _tels que

(20 ey ey e, =0 et (3) piH oyt =1,

et si nous mulliplions les équations (1) par les u , nous ob-
tiendrons par conséquent en ajoutant :

Wity T Pety gty == (& A Py T Uiy .

Le premier membre de celle équation est un vecteur-unité
a cause de (3); v est également un vecteur-unité. Il en résulte

done d’abord

(%) e A e L

et ensuite, si les x, sont considérés comme longueurs des
composantes d'un vecteur auxiliaire x selon les i,

- R .
(9) &y Xy o, = v x =1




THEOREMES DE SCHWARZ ET POHLKE 191

L’équation (4) nous fait connaitre la position du vecleur v,
qui détermine la direction de la projection par rapport au
triédre des i,, dés que les constantes p, ou leurs rapports

sont connus.
3. — Or, en multipliant 'équation (2) vectoriellement* par
les a,, nous obtenons, si les angles des a, sont «,:

(6] dyay sina, __ aya, sine,  a a, sin a,
! ) *3

|

et ensuite, si ¢ est I'aire du triangle, qui d’aprés (2) peut étre
construit sur les p,_a_comme cotés :

(7) o = ajalsin®a 4 ajal sin®a, 4 aja; sin?a, = 42%/u

4. — Le vecteur auxiliaire x a une signification bien simple.
En effet, les produits scalaires x.p 0, = x.(1, — 2,¥)
= x .1, — x,_ étant nuls, il est normal au plan des trois pro-
reclions ma, .

5. — Nous connaissons maintenant le vecteur v, qui déter-
mine la direction de la projection par (4). Pour trouver le
facteur de proportionnalité m, prenons la somme des carrés
des équations (1) et la somme des carrés des produits vec-
toriels formés avec ces équations deux a deux?®; nous obtien-

! Le produit vectoriel de (2) par a, donne
Yo, X 8y — Uzay, X a, = 0 ou Po@; @y SIn oty == u,a,a, sina, etc.
* L’aire g du triangle des p _a, satisfait a
26 = pyay.pyay sina, = pya,.p,a, sina, = p a,.u,0a, sina,
donc aussi a
2 — 20,2 2 2y — ,,2,,2, .2/, 2 2 > 92 22 2 a2 2,2 142
bo® — 4o (pf 4 vl 4 ) = p.ly.zy.s((rzna sin“oy 4 a a st o, + ¢ a s ag) .

8 Les premiers membres des deux derniéres équations (1) sont :
p

I

— Pty (T — poay )y — py i,

— U Xty — U Xty + (1 — )i,

fy — 251 = §; — a5y + Moty + taty)

Il

On trouve pour leur produit vectoriel en tenant compte de (5)
(2,8, + x4, 4 a41;) et pour son carré pi(af - .1': —+ .1‘28) , etc. Le produit

vectoriel des seconds membres correspondants est m?a, > a, et son carré

m*a®a® sin?a, , etc.
2 3 1
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drons les relations :
(8) 14 2} + az -+ .:r: = m?*(a® 4 (1: -+ a;) = m?s
(9)A x4+ ad 4 x; = m*(ala} sin® o, + alal sin®a, + ...
= Gmto?/u?p?
qu’il nous est facile de simplifier. En effet, si f,, £, {5 sont
trois vecteurs-unités coplanaires faisant des angles 2« _et

(10) = alf, + ajf, + n:f3

Fig. 2.

un nouveau vecteur auxiliaire de longueur /, nous aurons
d’abord évidemment!:

(11) l<a+a,+a, =s
et ensuite au lieu des deux équations précédentes?:

(12) 14 a4 al 2, = mPs et &(al + o} + x)) = m*(s* — 7).

' On a seulement [ — s dans le cas ou les quatre points O, A,, A,, A,

sont en ligne droite.
2 . - » b ‘~ -~ : ¥
La différence s* — [? est égale (d'aprés 11, 10 et 7) & (a} + a2 4- a;)®

— (a] + ... + 2a3a] cos 20, + ...) = &(d]al sin®a + ...) = 1607/ P ulp?.

1 1v 2143
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Nous en tirons sans peine pour m? la valeur positive
(13) m? = 2/s —1.

La seconde valeur de m? également positive ne conduit
pas, comme il ressort du paragraphe suivant a des ., réels.
Pour la construction du vecteur auxiliaire { comme somme
des vecteurs «;f,, nous renvoyons a la fig. 2, ou nous avons
fait coincider ¢, avec a,, la longueur de ce dernier vecteur
étant prise comme unité. Pour obtenir aif, et a;f,, il s'agit
de construire sur a, respectivement a, commme bases des
triangles:semblables 4 ceux qui ont a, comme base et a,
respectivement a; comme seconds cotés.

6. — Pour obtenir la grandeur scalaire x,, nous élevons
au carré la premiere des équations (1)

al — 20,2 + 1 = n?al ou (x; —p)? = mPadl —pl — 7.

Les racines de cette équation sont réelles, car si nous sub-
stituons pour m? la valeur (12) trouvée dans le paragraphe
précédent :

m? = 2(s + l)/(s* — }) = 2y {.Lgks( N N S 1)/ 1652
nous trouvons facilement, en introduisant de nouveau le

vecteur auxiliaire { et les angles positifs qu’il fait avec les §,,
angles que nous-nommons 20,

166% (ar; — u,y)? == 2020202 al. (02 4- a) + a] - 1) — 1657 p} — 16¢%. 2

2

= 293%’-:5":-“:'(“? + a4 0: + 1) — «fp.iptza‘az sin® ay . p
—_ iuzp:a"’ sin? a3.p;
= 2pfptul.al. (ab 4 a} cos 20, 4 a? cos 20, 4 1)
= 2plpjui.al.(l cos 20, 4 [) !
= hpipius.ad.l cos? b,

' Le vecteur auxiliaire f fait avec f, l'angle 20, ; nous avons donc d’une
part £.f, = l cos 20,: d’autre part, d’aprés (10) aussi

0.6 = (a}f, 4 ajf, + alf,).f = a 4 a, cos 20, - o cos 2a, .
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[l en résulte, si ¢, est I'unité positive ou négative, et si par
abréviation nous posons:

(1%) gxlp.Qy.g.ak.cosOk.VT:Qc[ = A,

pour les valeurs des x,, qui constituent (voir paragraphe 4)
les grandeurs des composantes de la normale au plan des
projections :

(15) T = gt o5 By

ou seuls les g, sont inconnus. Or en utilisant successivement
les relations (5), (3) et (14) nous trouvons d'une part:

P&y @y F pg g — 1 = p iy A6 A)) 4 pylpg + 6 Ag) + puliy + 6 44) —1
(16) = 6 A pee 8y + e Ay = 0

ou woe ja, cosl | + pyeyla, cosly| 4 e |a, cosb, | = 0.

d’autre part si (fig. 2) L' est le milieu de (LL,) et £ un vecteur-
unité dans cette direction?

(A7) . (g a, + poty + pya,) = p,a, cos b, 4 p,a,cos b, 4 p,0,c050, =0,

La comparaison de (16) et (17) nous apprend que les signes
des ¢, doivent étre tous égaux ou bien tous opposés a ceux
des a,cos® . Ces dernicres grandeurs sont les projections
des a, sur {. '

7. — Nous possédons maintenant, les ¢, étant déterminés
de cette maniére, trois vecteurs

to— (g Adr . fy — (g + A, t, — (p + g 4)r

dont les grandeurs, d’aprés ce que nous avons vu au para-
graphe précédent, sont proportionnelles a celles des a,. Le
coeflicient de proportionnalité a été trouvé au paragraphe 5.
Si nous ajoutons ces vecteurs, apres les avoir multipliés par

1 On a en effet

263 = (LL.%) — (LLI) -+ (Ll L‘_)) + (Lz ]‘3) ‘
— 2(L/A) + 2(A, A, + 2(A,4, = 2(L74,) ,

c’est-ad-dire (L’A,) = 0,, et de méme (L’A,1 = 0, et (L’A)) = 0,.
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les u,, ils donneront, absolument comme les a,, une somme
— (e By Py e Ayl

nulle, 4 cause de 'équation (16), ce quinous prouve : 1° qu’ils
sont coplanaires et 2° qu’ils font bien, le triangle formé étant
semblable a celui des u, a,, entre eux ausst les'angles a,.

8. — Il nous reste a dire un mot sur le vecteur normal au
plan des projections. Ce vecteur est, d’aprés ce que nous
avons vu au paragraphe 4:

(18) 2= (o B 4 (v +edo)h + (b + 81

Les équations (6), (7) et (14) permettent de 'écrire :

(19)  (aya, sina, + a, cos O, /' 1)i, + (a,a, sina, = a, cos 0.1/ 1)1,
4 (a,a, sina, == a, cos b,./ 1)1, .

9. — Il y a donc en général deux solutions, et comme
dans (18) les deux parties dont se compose le second membre

Prip o Pety ety — v et & 8t F 5801 4 5451,
sont des vecteurs normaux, vu que leur produit scalaire
e By kB + e Ay

est nul a cause de (16), les deux x sont symétriques par rap-
port a r.
10. — Les deux solutions coincident, lorsque (19)

| = |t + a*f, + a’f |

esl nul. Dans ce cas ¥ coincide avec v: la projection est
orthogonale.

11. — La construction des vecteurs x et v qui déterminent
les plans de projection et la direction des droites proje-
tantes par rapport au triédre trirectangulaire des i, ne pré-
sente aucune difficulté. Tous les éléments essentiels de cette
construction se trouvent dans la figure 2.

Fribourg (Suisse), octobre 1915.
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