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NOTE SUR UN APPAREIL
PROPRE A RESOUDRE MECANIQUEMENT
LES EQUATIONS DE FREDHOLM

PAR

L. BarLrir (Aux armées francaises).

L’équation de Fredholm est de la forme:
, .
ﬂm+/¥wwmmw=wﬂ )

I'inconnue est la fonction ¢; les données sont les fonctions
flx) et F(x, ?).
Nous allons essayer de trouver la solution de cette équa-
tion en nous basant sur I'incompressibilité des liquides.
Donnons a x une valeur constante x =— ;. L’équation (1)
devient

b
flx;) +fF(xi' t)o(t)dt) = ol(x;) .

Nous pouvons remplacer I'intégrale par sa valeur approxi
mative |
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obtenue en divisant en n parties égales l'intervalle 6 — a,
de sorte que
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112 L. BALLIF
On a donc finalement a résoudre le systéme d’équations

Jj=n

fleg + S 2R (1) 5(t) = 9l 2

j=1

si I’on donne a x les n valeurs

b — a
X, = a —+1
n

de 1=1 a 1=—=n.

Si l'on trace dans le plan horizontal deux axes Ox, Ot, et
si I'on considére le carré de cotés r—=a, x =0, t —a,
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X Fig. 1.
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t —= b, cela revient a le décomposer en n? carrés de coté

b — a

, et a ne considérer parmi les valeurs des fonctions F,

¢ et f que celles qui correspondent aux sommels de ces
carres.
Ceci posé, reprenons |’équation

Jj=n

f(x,) i ~NHh — a

n
=l *
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‘que la surface de la section du j** soit égale a
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ou nous considérons x; comme une constante donnée et i;
comme la variable. Pour simplifier 'exposition nous suppo-
serons d'abord que l'on a f(x;) = 0, de sorte que I'équation
s'écrira |
j=n
b— a
LT (a,

P AN
Jj=1

Considérons alors une cavité pleine de liquide, dont la
paroi soit formée, d’une part, de n petits cylindres de verre
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a axes verticaux, correspondants aux valeurs j =1, j =2, ...
' b — a |

J = n, situés a la distance les uns des autres, et tels

seme — a

, F(.Z’g, Zj),
et d’autre part d'un gros cylindre dont I'axe vertical coincide
avec celui du petit cylindre pour lequel {=j, et dont la
surface de la section soit égale a T'unité. Ce gros cylindre
se projettera sur la diagonale du carré passant par O, puisque
1 =]. ‘

Dans les n petits cylindres pourront se mouvoir a frotte-
ment doux de petits pistons étanches, et dans le gros cy-

~
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114 L. BALLIF

lindre- un gros piston relié par une tige verticale de lon-
gueur invariable au petit piston situé au-dessous de lui.

Cela posé, supposons que les n petits pistons soient placés
initialement dans un méme plan horizontal et que nous leur
donnions des déplacements verticaux arbitraires que nous
compterons a partir de ce plan horizontal, et que nous pou-
vons appeler ¢(f;). Si nous prenons la seule précaution de
vérifier que tous les pistons sont en contact avec le liquide,
les déplacements ¢(¢;) satisferont a la relation

J=n

b —
2 ¥ fx; , tj) ?’(tj) = ¢(x;)

n

=

puisque celte relation exprime que la variation du volume
occupé par le liquide est nulle. En effet, la variation de vo-

b = AR (s, 1) = dé-

lume de chaque petit cylindre est o(¢) .

placement >< section. Quant a la variation de volume du gros
cylindre, elle a lieu en sens inverse et est — ¢(x;), pulsque
le déplacement de son piston est égal a celui du petit piston
pour lequel i =, c’est-a-dire pour lequel xr, = ¢;).

Ceci bien établi, levons la restriction que nous avons faite
et supposons f(x;) différent de zéro. Nous n’aurons pour cela
qu’a déplacer le gros piston de la quantilé f(x;) avant d’éta-
blir la liaison qui le réunit au petit piston placé au-dessous
de lui, en maintenant fixes dans leur plan horizontal initial
tous les petits pislons, et a leur donner, seulement aprés,
leurs déplacements ¢(4). (Une petite difficulté se présente
ici: si f(x;) est négatif, on ne pourra donner le déplacement
qui tendrait a comprimer le liquide. Pour tourner la diffi-
culté, on pourra ménager un cylindre auxiliaire qui per-
mettra la diminution de volume momentanée et que |'on
rameénera a sa position initiale dés que 'on aura permis aux
pelits pistons de se mouvoir en restant au contact du liquide.)

Nous sommes maintenant en mesure de résoudre le sys-
téme des équations (2). Construisons en effet n cavités ana-
logues a celle que nous venons d’étudier, et correspondant
aux valeurs ¢ =1, 2, ... n. Disposons-les parallelement au
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plan zOt de facon que les axes des cylindres passent par les

— a

sommets des petits carrés de coté que nous avons

construits, et que le plan horizontal initial du niveau liquide
soit le plan zOw.

Astreignons enfin les déplacements ¢(7;) a étre les mémes
dans chaque file de cylindre parallele a Ox. Pour réaliser

Z

cette liaison, nous ferons passer une tige rigide T, astreinte
4 rester paralléle a Ox, dans des anneaux fixés a chacun
des petits pistons (un dispositif mécanique facile a imaginer
élimine la difficulté due & V'obstacle présenté par le verre du
cylindre; par exemple I'anneau pourra élre porté par une
tige parallele a la tige du piston, voisine de celle-ci et faisant
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corps avec elle, mais placée a 'extérieur du cylindre, fig. 4).
Il'y aura donc n tiges correspondant aux n files de cylindres
paralleles a Ox. Nous enfilerons successivement ces n tiges
dans les n files de cylindres paralléles a Ox, et a chaque
opération nous diminuerons de n le nombre définissant le
degré de liberté du systeme, de
sorte qu'a la derniere opération,
la position du systeme sera par-
faitement déterminée.

A ce moment les projections
e sur le plan z0¢ des n liges rigides
seront les sommets d'un poly-
gone Pinscrit dans la courbe cher-
chée z==¢(), polygone qui se
rapprochera d’autant plus de celtte

6@ _Piston  courbe que le nombre n aura été
=1 choisi plus grand. )
= Remarque 1. Lorsqu’un terme
F(x;, t) est négatif, il faut établir
la communicalion de la cavité et
du cylindre correspondant par le
haut, au lieu de la faire par le bas, comme il a été repré-
senté dans la figure.

II. Le cas des équations homogeénes est celui ou f(x) est
nulle. Il n’aura pas en général de solution. Pour les chercher,

on fera varier le volume des gros cylindres, celui des petits
restant fixe, et lorsqu’on aura un mouvement possible on
sera dans le cas des constantes caractéristiques.

III. L’équation de Fredholm étant linéaire en ¢, se préte
au calcul par approximation successive. Donc, quand l'ap-
pareil aura fourni une solution approchée, il pourra en
fournir une autre plus approchée, et ainsi de suite.
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