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100 E. TURRIERE

mum imposé entre les centres a,, «,, o, des trois cercles
imposés et les sommets de 'arithmotriangle héronien désiré.
Il suffit de substituer au cercle passant par «, «, «; un cercle
concentrique a rayon rationnel différent du rayon du précé-

. 1 “ ;
dent de moins de 7¢; soient alors B, 3,, 3; les points de la

nouvelle circonférence qui sont les plus rapprochés de a,
asy o3. Sur cet arithmocercle de rayon rationnel, on pourra
toujours trouver trois arithmopoints repérés par des azimuts
dont les tangentes des quarts soient rationnelles et tels que
I'on ait:

My < 5, M; s <<

| o

| ™

[\'JI w

Mg <

ces trois points M, M, M; sont alors respectivement situés a
des distances de o, a, o; inférieures a ¢; de sorte que l'arith-
motriangle héronien M, M, M; répond a la question.

Reste enfin le cas ou les trois centres «,, «,, «, des trois
cercles imposés ne sont pas des arithmopoints. Il suffira de
leur substituer trois arithmopoints o, o«,. &/, respective-
ment intérieurs aux cercles imposés. De ces points o, o,
comme centres, on décrira trois cercles respectivement inté-
rieurs aux trois premiers et a rayons rationnels. Le probléme,
étant possible pour I'ensemble de ces derniers trois cercles,
le sera a fortiori pour les cercles primitivement donnés.

Arithmotriangles héroniens particuliers.

13. — Il est possible de rattacher, de deux manieres dis-
tinctes, les arithmotriangles héroniens particuliers, tels que
les quatre facteurs p, p—a, p— b et p — ¢ qui figurent
dans ’expression classique

SE=p.(p—a).(p—1>b).(p—c),

du carré de la surface d’un triangle de cotés a, b et ¢ soient
les carrés de quatre nombres rationnels, a la théorie des
points rationnels de I'arithmosphere.
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ARITHMOGEOMETRIE 101

Premiére représentation de ces triangles hérontens. Posons,
en mettant en évidence les racines supposées rationnelles
des segments déterminés sur les cotés par les points de con-
tact avec le cercle inscrit :

p =R?*, p—a=2zx", p—b=>7%, p—c=2z";

R, x, y, z sont quatre nombres rationnels positifs, par hypo-
these, évidemment reliés par la relation unique :

x? 4 5% 4 22 = R? |

Tout arithmotriangle héronien de ['espéce envisagée est
donc associable a un point rationnel de la partie, siluée dans
le triédre des directions positives des axes coordonnés, d'une
arithmosphére de centre O et de rayon rationnel.

Par une projection stéréographique, il est donc possible
d’établir une correspondance entre tout point rationnel du
plan et un arithmotriangle héronien de 'espece considérée.

Les formules de représentation de ces arithmotriangles
héroniens sont, en fonction des coordonnées £ ety du point
image du plan wén :

pel& 0 AP =88 o[ 4 B+ 12 [0 4 E — 1)
' (6% + n* + 1)°

B0 — b [ D[ 4 — 1]
TTE ‘ (8 +0* 4 1) ’

’

£2 4 4*
B+

¢ —— 4R?,

De ces formules résultent les suivantes :
2 — k2
(&% + % + 1)
(£2 4 0% — 1) — b&q?
(8 + 0% 4 1)? ’
B (E2 4 n? — 1) — 452
\ - (B2 4+ 7% 4 1) ’

a — b — 4R?

b — ¢ — RS2,

elles permettent de discuter l'ordre de grandeur des cotés
du triangle héronien d’aprés la position du point image dans
le plan wZy. Les régions correspondantes aux divers cas pos-
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sibles sont séparées les unes des autres par des courbes tres
simples : deux droites » +&=—=0 et n — £ =0, et quatre
circonférences :

g+t 2 —1=0, B4 —=21—1=0,
B4 2426 —-1=0, 242 —-2%—-1=0.
14. — Extension a certains arithmoquadrilatéres inscrip-

tibles. Aux arithmotriangles héroniens qui viennent d’étre
déterminés se rattachent des quadrilatéres inscriptibles a
surface rationnelle qui méritent d’étre mentionnés ici.

Observons que la surface d’un quadrilatére plan, inscrip-
tible dans un cercle, est exprimée par la formule

S=Vip—allp—20p—ci(p—4d) .

en fonction des cotés a, b, ¢, d. Il y a lieu de considérer,
au titre de généralisation des arithmotriangles précédents,
ceux des quadrilateres inscriptibles tels que les quatre fac-
teurs p —a, p—0b, p—c, p— d soient simultanément
carrés parfaits. Posant

p—a=ua*, p—b=>7%, p—c=z3*, p—d=1,

on aura:
x4yt 24P =2p .

Dans ces conditions, donnons-nous un périmeétre arbi-
traire 2p et observons que le théoréme de Bachet est sus-
ceptible d’étre étendu aux nombres rationnels. Le théoréme
de Bachet proprement dit consiste dans le fait que tout
nombre entier N est de la forme en nombres entiers :

N=ua% 4+ 224 ¢ ;

il en résulte que l'inverse d’un entier est de la méme forme
en nombres rationnels, en vertu de l'expression suivante

1
deN.

1 1 2 2 2
'N'—_%2+).2+;2+t2_<1.2+].2+Zz+iz>+ <‘_.2+),.2+32+'12>
2

z 2 ¢
_I_ <lz _|__ J,‘z + ;2 + t2> + <%2 _i_).z + z‘z + l2> '
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on sait enfin que le produit de deux expressions algébriques
sommes de quatre carrés est lui aussi somme de quatre
carrés. Tout nombre rationnel est donc décomposable en
une somme de quatre carrés de nombres rationnels, cette
décomposition résultant de celles des divers facteurs qui
figurent aux deux termes du nombre rationnel considéré.

Nous supposons donc le périmétre 2p ainsi décomposé en
une somme de quatre carrés de nombres rationnels ; de cette
décomposition particuliére il est aisé de déduire une décom-
position générale, car nous nous trouvons en présence d'une
arithmohypersphére de 1'espace a4 quatre dimensions dontun
arithmopoint particulier est connu et a laquelle il suffit d’ap-
pliquer les formules du § 9.

Il existe donc une infinité de quadrilatéres inscriptibles de
Uespéce considérée, admettant un périmétre arbitrairement
imposé et dont la détermination s'effectue a laide du théo-
réme de Bachet et de la considération d’une arithmohyper-
sphére (avec trois parametres arbitraires, en plus du péri-
metre).

15. — Deuxieme méthode de détermination de ces triangles.
Leur construction géométrigue. Donnons-nous un triangle
ABC, dans le plan de comparaison; ce triangle est quel-
conque, ses cotés a, b, ¢ étant supposés toutefois mesurés
par des nombres rationnels. Il existe un systeme de trois
sphéres, juxtaposées sur un plan horizontal qui leur est tan-
gent en A, B et C. Soient «, 8. y leurs centres respectifs ;
leurs rayons sont définis par des formules :

be ca ab

Ry =g, 5= a5 Y= 55

) N .
c’est-a-dire encore

2abce
a:

R — 2abce

ha? ’ BT 4 T 4t

R

Le produit 2abc est ou non le carré d’'un nombre rationnel.
En tous cas, une similitude permet de transformer le triangle
ABGC en un triangle tel que 2abc soit carré d’'un nombre
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rationnel : si l'on pose, en effet, a, = da b, =210 ¢, = c,
on a
2a1by¢y = 2abc . 03
il suffit de prendre
k?
2abe ’

-

k étant un nombre rationnel arbitraire, pour obtenir un
triangle semblable a ABC et tel que le produit 2«, b, ¢, soit
carré. Je supposerai dorénavant que cette opération prélimi-
naire a été effectuée. De ce fait, les rayons des trois sphéres
sont trois carrés de nombres rationnels. Le triangle o8y des
trois centres des sphéres considérées est donc tel que les six
segments, deux a deux égaux, déterminés sur ses cotés par
les points de contact avec le cercle inscrit sont les carrés de
nombres rationnels. Pour qu’un tel triangle oy soit de l'es-
pece que j'éludie actuellement, il faut et il suflit, en outre,
(que son demi-périmetre soit lui aussi carré d’un nombre
rationnel; 'expression

et, par suiie, la somme des carrés des trois hauteurs du tri-
angle ABC doivent étre les carrés de deux nombres ration-
nels. D’ou la construction suivante :

On considérera un point quelconque rationnel de la sphére

x? 432 2=

tel que ses trots coordonnées puissent étre considérées comme
les trois hauteurs d’'un triangle ; parmi les triangles sem-
blables a celui-ci, on en choisira un ABC a cotés rationnels et
dont le double produit de ces célés soit le carré d’'un nombre
rationnel. Le triangle des trois centres des sphéres tangentes
deux a deux et toutes trois tangentes au plan du triangle
ABC en ses sommets respectifs sera un arithmotriangle héro-
nien de l'espece actuellement envisagée.

La construction géométrique des trois sphéres est des
plus simples ; il suffit d’effectuer une inversion dont le pdle
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soit un sommet, A par exemple ; les sommets B et C de-
viennent deux points B’ et C’. On construit alors immédiate-
ment deux sphéres tangentes entre elles, et loutes deux
tangentes respectivement en B’ et C’ au plan de comparai-
son. Par la méme inversion, le systéme constitué par ces
deux nouvelles sphéres et par leur plan tangent commun
horizontal, autre que le plan de comparaison, se transforme
en les trois spheres désirées.

Il reste a discuter la possibilité de la construction du
triangle ABC défini par ses trois hauteurs, construction qui
se raméne immédiatement a celle d’'un triangle connaissant
les trois cotés. Je supposerai que l'ordre imposé aux cotés
a, b, c soit: a < b < c; que x, y, z soient respectivement
les inverses de a, b, ¢ et enfin que les relations entre la
sphére et sa représentation stéréographique solent expri-
mées par les formules :

% W B4t
TEF¥T+1 T Erer1 T ey 1]

on doit donc discuter les inégalités :

x>y >z >0, c<a-+b ou

X
<

qui donnent :

E>0, n >0, E>1 , > 472—1>0,
260 <(E+ ) (B2 +n*—1)

finalement, I'image (£, n) du point de la sphére doit étre inté-
rieure 4 un certain triangle mixtiligne a8y, ayant pour som-
: ; 1
mets le point a(( =1, » = 0), le point ﬁ(i:n == \/5) et
le point y(1, 1); ses cotés sont un segment By de la bissec-

trice £ =, un arc de cercle 8 et enfin un arc oy de la
cubique circulaire représentée par I’équation

E+2)E+0*—1) —2q=0,

16. — Les cotés a, b, ¢ d'un triangle de 'espéce qui vient
d’étre considérée dans les paragraphes précédents, c'est-a-
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dire tels que p, p — a, p — b, p — ¢ soient des carrés par-
faits étant reliés & un point (x, y, z) de la spheére d’équation

x2+:y'2+22:R2
par les formules

a —= R% — 2% , b —= R%? — y? | ¢c = R? — 7%,

o

la condition
20 = a + ¢

moyennant laquelle ces cdtés seraient en progression arith-
métique devient :
2yt = a? + 2% ;

elle peut étre écrite sous la forme équivalente :
3y? = R? .

De 'impossibilité de cette derniére équation, il résulte donc
qu’il n’existe aucun triangle de Uespéce considérée dont les
cOlés sotent en progression arithmétique.

Voici encore une curieuse proposition négative concer-
nant ces mémes triangles. La condition pour que le triangle
de cotés a, b, c soit rectangle,

| a? 4+ b = ¢*
devient ici
Rz == xy ;

la quartique gauche intersection du paraboloide hyperbolique
représenté par cette équation et de la sphere 2?4?42 = R?
a pour image, dans une projection stéréographique, une
quartique plane d’équation :

(B 4 7yt — 1 = 4 .

La surface d’'un triangle de la méme nature est:

4En (B2 4+ 2 — 1)
(52 4+ 92 + 1)

S:‘/p(p ——a)(p—b_)(p-—c) = Rxyz = R*.

cette surface sera mesurée par un carré parfait si le nombre

Enl(8® + %) — 1]
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est un carré. Il résulte de ces deux remarques que, si un
triangle de l'espéce.considérée était rectangle, sa surface
serait mesurée par un carré parfait, ce qui serait contraire
a un théoréme de Fermat sur les triangles pythagoriques.
Par suite :

Aucun triangle de U'espéce considérée ne saurait étre un
triangle rectangle.

Le probléme des distances rationnelles.

17. — D’une facon générale, étant donnés, dans le plan ou
dans ’espace, une arithmocourbe (C) et un arithmopoint A,
jappellerai probléme des distances rationnelles relatif a
cette arithmocourbe et a l'arithmopoint donné le probleme
suivant: déterminer parmi les arithmopoints de l'arithmo-
courbe (C) ceux qui sont situés a une distance rationnelle de
I'arithmopoint.

Tout d’abord, il y a lieu de se rendre compte de la réduc-
tion du probléme des distances rationnelles a 1'étude
arithmogéométrique d’une autre courbe plane. Soient, en
effet, les expressions rationnelles en fonction d’un para-
metre ¢,

=),  r=y@ ., =3z,

des coordonnées de l'arithmopoint courant M de V'arithmo-
courbe (C); soientd’autre part a, b, ¢ les coordonnées ration-
nelles de l'arithmopoint imposé A. Les axes coordonnés
étant essentiellement rectangulaires, on posera:

AMZ = (2 — a)® + (y — b)2 + (z — ¢)2 = [f()]% g (1)

f(¢) et g(t) étant des fonctions rationnelles de ¢; la seconde,
g(¢), ne contient aucun facteur carré. De cette expression, il
résulte que le probléme des distances rationnelles équivaut,
dans le cas le plus général, a la recherche des arithmopoints
de la courbe représentée par 'équation Y2 — g(X).

18. — Le probléme des distances rationnelles pour wune




	Arithmotriangles héroniens particuliers.

