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408 E. TURRIERE

rieure issue de B dans le triangle rectangle ABC; on trouve
ainsi :

BC:BJ'——S, x:;—\)———”
0" — 37
Ainsi donc, de l'arithmotriangle ABD il est possible de
déduire un arithmotriangle pythagorique ABC de cotés
Sl 522

CA =2 AB =279

BC = — S xo o 7 ’
FE—E FEp—r

dont la bissectrice intérieure BD est rationnelle el égale a o.
La bissectrice extérieure BE correspondante est alors

. . , . ad
rationnelle elle aussi et égale a -

7 -
Dans le cas (¢ =5, =23, ¢ == 4) de l'arithmotriangle
pythagorique le plus simple, Diophante trouve ainsi:

1 0
BC:—E;P, CA:%SB, AB =4 , BD =5, BE:2

3

Par similitude, on peut rendre entiers les cotés de ce der-
nier triangle et les prendre égaux a 100, 96 et 28. Cet arith-
. , , 1 B
motriangle correspond d’autre part a la valeur 3 de tang
C 3 D 4

Déformation du quadrilatere orthodiagonal.
Quadrilatére de Brahmagupta.

30. — Lia relation
a? 4+ ¢? = b? 4 d*

caractérise, on le sait, les quadrilateres plans ou gauches
dont les diagonales sont orthogonales; a, 0, ¢, d sont ici
les mesures des longueurs des cotés consécutifs du qua-
drilatere. Il résulte du fait que la relation précédente ne fait
intervenir que les seules mesures des cdiés que, si l'ortho-
gonalité est assurée pour un quadrilatére déformable, cons-
titué par quatre tiges rigides et articulées aux quatre som-
mets, elle se maintient pour toutes les formes du quadri-
latere, dans sa déformation dans le plan ou dans l'espace.

La détermination de celles des familles de quadrilatéres
orthodiagonaux dont les ¢6tés sont rationnellement mesurés




ARITHMOGEOMETRIE 409

dépend donc de la théorie de Parithmocercle. 1l suflira de
se donner arbitrairement deux cotés « et ¢ opposés et de

poser
b — a cosh -+ ¢ sink d— — asink -+ ¢ cos A

N

/. : ) : :
tang 5 élant un nombre rationnel quelconque lui aussi.

Parmi les quadrilatéres plans obtenus dans la déformation
d'un quadrilatére orthodiagonal articulé, ceux qui sont in-
scriptibles dans une circonférence et dont les diagonales
sont rationnelles méritent de retenir un instant notre atten-
tion: ce sont, en effet, les quadrilatéres de Brahmagupla,
généralisant le quadrilatere de cotés AB 25, BC = b2,
CD =60, DA = 39 et de diagonales AC 63, BD = 56
considéré par BrawyMagurra, et qui semblent avoir permis &
Frsoxacer (LEoxarp pe Pisg) d’établir par une méthode géo-
métrique l'identité qui porte son nom?,

On remarquera que, dans tout triangle a cotés rationnels,
méme si le triangle n’est pas héronien, les segments déter-
minés sur les cotés par les pieds des hauteurs sont mesurés
rationnellement; de sorte que tout quadrilatére de Brahma-
~gupta est constitué par la juxtaposition de quatre arithmo-
triangles pythagoriques: pour le quadrilatére considéré par
Brahmagupta lui-méme, par exemple, les diagonales se par-
tagent mutuellement en des segments entiers: OA == 15,
OB =20, OC =48, OD = 36. Pour tout quadrilatére de
celte espece, d'autre part, le rayon du cercle circonscrit
est nécessairement rationnel.

[l en résulte une construction arithmogéométrique géné-
rale des quadrilateres de Brahmagupta généralisant celle
des arithmotriangles héroniens (§ 12): On se donnera un
arithmocercle quelconque de rayon rationnel et, sur sa cir-
conférence, on marquera quatre arithmopoints particuliers
repérés par des azimuts respeclifs 6,, 6,, 0,, 6, tels que

I

2 3

] 6 0, ] . :
tallg—[f, tangf, tangi’, tangf solent qualre nombres ra-

tionnels. Trois d'entre eux sont quelconques; quant au qua-

! Au sujet des quadrilatéres de Brahmagupta, ef. A. AuBry, Le premier chapitre de la
théorie élémentaire des nombres. (L’Enseignement mathématique, t. XVII, pp- 161-195; par-
ticuliéerement pp. 174-175.)
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trieme, il est completement défini au moyen des trois pre-
miers par la condition d'orthogonalité des diagonales.

[l est d'autre part possible d’étendre aux mémes quadri-
laleres de Brahmagupta la construction des arithmotriangles
héroniens au moyen de droites arithmodirigées. On se don-
nera trois des directions des cotés, la quatrieme direction
étant alors entierement déterminée ; il suflira alors de tracer
quatre arithmodirigées paralleles a ces quatre directions.

La théorie des quadrilateres de Brahmagupta présente
donc les plus grandes analogies avec celle des arithmo-
triangles héroniens. De tout arithmotriangle héronien, il est
d’atlleurs possible de déduire trois quadrilatéres de Brahma-
gupta : a cet eflet, il suffit d’adjoindre aux trois sommets de
I'arithmotriangle héronien I'intersection de l'arithmocercle
circonscrit avec I'une quelconque des trois arithmohauteurs.

Le quadrilatére de Brahmagupta le plus général est sus-
ceptible d’étre ainsi engendré a partir d'un arithmotriangle
héronien général. Il y a lieu d’observer d'ailleurs que tout
quadrilatére plan dont les cotés et les diagonales sont six
longueurs rationnelles et dont la surface est aussi mesurée
par un nombre ralionnel, peut étre considéré comme somme
ou différence d’arithmotriangles héroniens. Soil, en eflet,
ABCD un tel quadrilatere; il est, pour fixer les idées, somme
de deux triangles ABC et BCD. Si les aires de ceux-ci étaient
irrationnelles (et nécessairement toutes deux de la forme
\ a, « étant un nombre rationnel), un nombre rationnel se-
rait la somme de deux irrationnelles /o et V/B; ¢’est une
condition impossible et, par conséquent, les deux triangles
ABC et BCD sont héroniens de toute nécessité.

31. — TETRAEDRES ORTHOCENTRIQUES. Parmi l'infinité de
tétraedres obtenus par la déformation d'un quadrilatére
orthodiagonal articulé, il y a lieu de considérer d’'une maniére
toute spéciale les tétraédres orthocentriques.

Le tétraédre orthocentrique général peut étre envisagé
comme contenant trois quadrilateres gauches orthodiago-
naux. Soit SABCD un tétraedre de cette espéce. Je poserai

BC = a , CA—0b, AB=—c¢,
SA —a , SB B, SC =y ;

I
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les conditions, au nombre de deux, d’existence d’un ortho-

centre, sont :
@+ a2 =00+ ="+ 7.
Conformément a la théorie de l'arithmocercle, il suffira de
. A 1
se donner quatre nombres rationnels a, o, tang 5, tang 3,
et de poser:

b= acosh 4+ asink , ¢ = a cosy + asiny ,

f—=—asin)k 4+ acosh, Y= — a siny + a cosp ,

. I\ TR
les quatre nombres rationnels «a, «, tang 5, tang 5 étant

uniquement assujettis aux conditions qui assurent ’existence
effective du quadrilatére.

Application des équations de Brahmagupta-Fermat
a I'extraction approchée des racines carrées.

32. — EXTRACTION APPROCHEE PAR EXCES. Je partirai de
I’équation considérée par Brahmagupta
nx? + 1 =y*?,
n étant le nombre rationnel, positif, non carré dont il s’agit
de calculer la racine carrée; ¢ étant un nombre rationnel

arbitraire, la solution générale de cette équation est donnée
par les formules de Brahmagupta rappelées au § 23 :

2t o onA4t
FE g =

n— t?’

Dans ces conditions, s1 ¢ est un nombre rationnel suffisam-
ment voisin de /71, x et y sont des nombres trés grands;
tout se passe alors comme si l'équation nx? + 1 = y? se

réduisait a nx? = y?; de sorle que % est une valeur appro-

chée de V/'n (par exces). Cette valeur approchée de /7 est

_on4 2
T2
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