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NOTIONS D’ARITHMOGEOMETRIE
(2¢ article)?
PAR

Emile Turrikre (Montpellier).

Les équations de Brahmagupta-Fermat.

21. — LEs ariTaMocoNIQUES. — Une conique, dont I'équa-
quation est a coeflicients rationnels, n’est pas nécessaire-
ment douée d’arithmopoints; mais duseul faitqu'une conique,
dont I’équation cartésienne a tous ses coeflicients rationnels,
posséde un arithmopoint, il résulte que cette courbe possede
une infinité de points de cette nature. L’arithmopoint cou-
rant de cette courbe, qui est dés lors nune arithmoconique,
s’obtient par son intersection avec une arithmodroite arbi-
traire, pivotantautourde I'arithmopoint primitivement connu.
Tout I'effort a faire dans I’étude d'une équation indéterminée
du second degré, a deux inconnues, doit précisément porter
sur la mise en évidence d'un arithmopoint particulier de la
conique représentative (les axes pouvant étre quelconques
d’ailleurs).

La méthode géométrique qui se rattache aux considéra-
tions précédentes permet d’expliquer un certain nombre
d'artifices qui ont été employés dans I'étude de diverses
équations indéterminées. Ce sera I'objet d’'une grande partie
du présent travail. Mais, avant d’aborder cetle étude, je
désire mentionner un exemple bien simple d'identité algé-
brique, découverte par EuLErR comme application de la for-

! Voir L’Enseignement mathématiqgue du 15 mars 1916, 18¢ année, p. 81 a 110.
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mule de Moivre, et qui se rattache a la correspondance entre
arithmopoints d'une arithmoconique établie par les cercles
osculateurs de cette courbe.

I1 est, en effet, évident que le cercle osculateur d'une
arithmoconique en un arithmopoint m est un arithmocercle
et que cet arithmocercle rencontre a nouveau l'arithmo-
conique en un second arithmopoint. Pour une arithmo-
conique représentée, par exemple, par 'équation

ax® 4 by = ¢ ,

les coordonnées (X, Y) du point M sont données en fonc-
tions de celles (x, y) de m, par les formules suivantes:
ax® — 3by*x __3ax?y — by3

X — , Y —

c c

La relation
ax® + v =c¢

entraine immédiatement 'identité a laquelle je faisais allu-
sion ci-dessus.

ak?® 4 bl® = (ax® + by%?
dans laquelle EvLER pose:

)

(
(

22. — LEs EqQuaTioNs DE Branmacupra-FErmar. Parmi les
équations indéterminées du second degré a deux inconnues,
les plus remarquables sous bien des rapports sont assuré-
ment celles qui rentrent dans la forme générale suivante:

O
k= x(ax® — 3by?) ,
)

=y (3ax® — by?

y? = Ax? 4 2Bx 4+ C ,

A, B, G étant trois coeflicients algébriques absolument quel-
conques mais rationnels; en d'autres termes, ces équations
sont celles qui se rattachent, du point de vue arithmogéomé-
trique, a I'étude d'une conique admettant pour axe de symé-
trie 'axe des abscisses. Par un simple changement de ['axe
des coordonnées, il est d’ailleurs toujours possible de réduire
I'étude de cette équation, sans en restreindre la généralité,
a celle de I'équalion pour laquelle B est mul, ¢’est-a-dire
encore a celle d’'une conique rapportée a ses axes de symaétrie.
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Un cas particulier de cette équation réduite a primitive-
ment éLé traité par Braumacuprra qui a montré que la solu-
tion générale d'une équation

32 = nx? + 1

est donnée par les formules suivantes en fonction d’un para-
meétre rationnel ¢ quelconque:
Z 2 4n

xXr = 5 Yy T .

2 —n’ T2 —n

BraamacurTa démontre d’autre part que 'équation
32 = nax® — 1

n'est résoluble en nombres rationnels que lorsque n est
exprimable par une somme de deux carrés.

(C’est principalement a FermaT et a LAGRANGE que sont
dues les principales recherches relatives aux équations de
cette nature. Je rappellerai, a ce propos, que la résolution

de l’équation
¥ = na? 4+ 1

fut proposée en défi par Fermar a plusieurs géometres
anglais; WarLis obtint la solution par titonnements suc-
cessifs. La solution de Brahmagupta fut retrouvée, en cette
circonstance, par lord BROUNCKER.

Revenant & la question qui m’intéresse, je ferai observer
qu'une équation de Brahmagupta-Fermat est nécessairement
résoluble des qu’une solution particuliére est connue: soit
(g, o) s 1l suffit alors de déterminer lintersection de
I'arithmoconique qu’elle représente avec une arithmodroite
arbitraire issue de l'arithmopoint counnu, c’est-a-dire de
résoudre le systeme formé par I'équation considérée et par
I'équation

y— 9, = t{x — x,) ,

dans laquelle ¢ est un parametre rationnel quelconque. Pour
I'équation

y2=na?++ 1,

admetlant évidemment la solution (xy, =0, 7, =1), on
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retrouve de celte facon les formules de Brahmagupta (aux
signes pres). |

23. — L/EQUATION DU PROBLEME DES ARITHMODISTANCES RELA-
TIF A UNE ARITHMODROITE. Reprenons le probléme du § 18:
nous avons vu que le probléme, en géométrie plane, des
distances rationnelles relatif a une arithmodroite représentée
par les équations

x = At + A", y =Bt + B,
et a un arithmopoint (¢, b) se raméne a une équalion,
Y2 = (A% + B2X2 4 2[A (A" — a) + B(B’ — b)]X 4 (A’ — a)?+ (B’ — b)? ,

rentrant, comme cas particulier, dans I'équalion générale
du § 22.

L'équation précédente est caractérisée par les trois con-
ditions simultanément remplies qui suivent: le coeflicient
de X? et le coefficient indépendant de X sont respectivement
deux sommes de deux carrés; le discriminant du trinome
en X est carré parfait:

(A2 4 BY[(A" — a) + (B’ — b)?] — [A(A — @) + B(B' — 0]
= [A(B" — b) — B(A" — a)]? .

Soit, réciproquement, une équation de Brahmagupla-
Fermat satisfaisant a la triple condition précédente :

\lza—i—(i“i“—l-\/ + B (@ 4+ B2 — 2. X + a2 4 2,
et, par conséquent, réductible a la forme suivante :

Ok

, 4 )
Y? = (a® 4~ 32)*\1 == ag“_]_‘—ﬁg .

Il y aura identité entre cette équation et celle qui est écrite
plus haut s'il est possible de déterminer deux azimuts 6 el ¢’
a demi-tangentes rationnelles tels que

A=—oacosl 4+ B sinf, B=—oasinf 4 [ cosf,
Al —a=a" cost’ 4 5 sinb’ , B — b= —a" sint’ 4 [ cos 0,
) = A(B" — b) — B(A" — a) ;




ARITHMOGEOMETRIE 401
la derniére de ces relations s’écrit encore :
(ac” = BF’) sin (6 — 07) & (a8’ — Ba’) cos (B — 6) = a ;

) . . ‘ 6 — 67
cette équation a deux racines rationnelles en tang 5 - Il

en résulte qulil est possible de considérer I'équation de
Brahmagupia-Fermat précédente comme étant résolvante
d’an probléme de distances rationnelles relatif a une arithmo-
droite; on se donnera arbitrairement a, 0 et 6'; 6, A, B,
A’, B’ seront dés lors déterminés.

En d’autres termes, toute équation de Brahmagupta-Fermat

12 = Aa? 4 20Bx + C

dans laquelle @ et C sont des sommes de deux carrés et dont
le discriminant est carré parfait, est susceptible d’étre envi-
sagée comme pouvant étre associée, au tilre de résolvante,
a un probléme d’arithmodistances relatif a une arithmo-
droite du plan.

Un cas particulier remarquable de résolution d'une équa-
tion du type précédent est celui ou le coeflicient de x* est un
carré parfait, ¢'est-a-dire celui ou les points a l'infini de I'hy-
perbole représentative sont des arithmopoints. Ce cas cor-
respond au probléme des arithmodistances relatif a une
arithmodirigée; la résolution de I'équation considérée s’ef-
fectue par l'intersection de l'arithmohyperbole avec une
arithmodroite paralléle a I'une des asymptotes. Adoptons la
représentation suivante de l'arithmopoint courant

X == ® coso — Asing ,
y = @ sing ++ Acoso ,
de l'arithimodirigée d’équation
x coso -+ ysing =@ , .

) étant la distance de l'arithmopoint au pied de la perpen-
diculaire menée de O sur I'arithmodirigée; le probléme des
arithmodistances relatif a cette arithmodirigée et & I'origine
des coordonnées est résolu par I'équation

d? = w? + )2 |
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associable a une arithmohyperbole équilatére. La solution
générale est donc:

[ étant un parametre rationnel arbitraire.

24, — MEME PROBLEME POUR L'ESPACE A TROIS DIMENSIONS.
Soit une arithmodroite de l'espace ordinaire, représentée
par des équations rationnelles :

x = At - A, y =Bt 4+ B, z = Ct 4+ C",

et soit a résoudre, pour elle, le probleme des arithmodis-
tances, le point rationnel imposé étant, par exemple et sans
restriction de la généralité de la question, l'origine des
coordonnées. Le probléme est réductible a 'étude de solu-
tions rationnelles de I'équation de Brahmagupta-Fermat :

Y2 — (A? 4+ B? 4 C?)X2 - 2(AA’ - BB 4 CC)X 4 A2 + B2 4 C’2 .

Les conclusions, quant a la résolubilité d’une telle équation
résultant de la connaissance a priori d'une solution parli-
culiére, et a la possibilité de résoudre completement le pro-
bleme relatif a une arithmodirigée (c’est-a-dire une arithmo-
droite telle que A% 4 B2+ C2? soit carré parfait) sont iden-
tiques a celles du probléme de la géométrie plane.

[l 'y a simplement lieu d’énoncer la propriété suivante de
I'équation considérée: Le coefficient de X2, le terme indé-
pendant de X et le discriminant du trinéme en X sont néces-
sairement trots sommes de trots carrés.

25. — LES PROBLEMES DES DROITES ET PLANS ARITHMO-
DIRIGES DANS L’ESPACE ORDINAIRE. KEtant donné un arithmo-
plan, on peut se proposer de déterminer celles des arithmo-
droites qu’il contient qui sont des arithmodirigées. Le plan
étant défini par deux directions quelconques (A, B, C) et
(A", B/, ), toute direction d’arithmodroite contenue dans le
plan sera définie par des coeflicients directeurs A¢ -+ A’
Bt + B’, Ct+ C', dans lesquels ¢ est un nombre rationnel
arbitraire. La direction envisagée sera celle d'une arithmo-
dirigée si la somme des carrés des trois coeflicients direc-
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teurs est le carré d'un nombre rationnel; ¢ sera ainsi solu-
tion d’une équation de Brahmagupta-Fermat qui n’est autre
que celle du probleme du § 24.

Supposons d’autre part qu'étant donnée une arithmo-
droite de l'espace, on se propose de déterminer ceux des
plans appartenant au faisceau qu’elle définit qui soient des
plans arithmodiriges, en désignant ainsi des plans jouissant
de propriétés analogues a celles des droites arithmodirigées
et qui sont définis par la condition suivante : un plan d'équa-
tion

ux + vy +wz 4+ h =20,
o les coeflicients w, ¢, w, I sont rationnels, est un plan
arithmodirigé si'Vu?+ 0%+ w? est un nombre rationnel.
Soient
Ax + Br +Cz + D =0, Ale + By +Cz+ D' =0,

les équations des deux plans particuliers du faisceau, défi-
nissant la droite imposée. Un arithmoplan quelconque de ce
faisceaun est représenté par une équation dont les coeflicients
w, v, w, h sont des expressions de la forme w—= At A,
v=DBt+ B, w=Ct+C, h=D¢t++ C’, ¢ étant un para-
metre rationnel quelconque. Ce plan sera un plan arithmo-
dirigé si l'expression (Az+ A")? + (Bt + B")2+ (Gt + D)% est
un carré parfait; de sorte que les parametres ¢ qui reperent
les plans arithmodirigés appartenant au faisceau donné sont
les solutions d'une équation de Brahmagupta-Fermat iden-
tique a celle du § 24.

En résumé, le probléme des droites arithmodirigées situées
dans un arithmoplan donné et le probléeme des plans arithmo-
dirigés passant par une arithmodroite donnée sont équiva-
lents au probléme des arithmodistances relatif a une arithmo-
drotite de l'espace.

26. — MEMES PROBLEMES DANS UN HYPERESPACE. Le pro-
bléme des arithmodistances relatif a l'origine des coor-
données et a une arithmohyperdroite de I'espace & n dimen-
sions, représentée par les équations

’ ’ 14
xy = At + A, a,"2:A2t—|—A2,... , X, = At + A
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dépend d’une équation de Brahmagupta-Fermat

n n n
" N .2 2
Y? = ZAk.t2+ SAkAlkt—{- EA; :
1 1 1

Cette méme équation peut encore étre considérée comme
résolvant les probléemes des droites arithmodirigées ou des
plans arithmodirigés analogues a ceux du § 25 mais relatifs
a ’hyperespace a n dimensions. Les considérations dévelop-
pées plus haut quant a la résolubilité d’une telle équation
dans le cas d’une solution connue a priori et, plus particu-
lierement. dans celui d'une arithmodirigée, s’étendent sans
modification aux hyperdroites. Mais il y a lieu de noter que,
dés ’hyperespace a quatre dimensions, un fait remarquable
se produit a 'occasion des propriétés caractéristiques de
'équation de Brahmagupta-Fermat du présent paragraphe:
c’est qu'en vertu du théoréeme de Bachet (généralisé pour les
nombres rationnels) le coeflicient de ¢* et le terme indépen-
dant de ¢ ne sont plus soumis qu'a 'unique condition d’élre
positifs. Quant au discriminant, positif lui aussi, il reste lié
aux deux coeflicients dont il vient d’étre question. Dans le
cas de 'hyperespace a quatre dimensions il y a méme lieu
d'observer que ce discriminant est nécessairement une
somme de trois carrés, en vertu de l'tdentité d’Euler

(@2 4+ 02 + 2+ d¥) (a4 02+ ? + d'%) — (aa” + bV + ¢’ + dd’)? =
(ab’— ba" —ecd’ 4 dc’ )24 (ac" + bd" — ca” — db' )+ (ad’— be" + cb'— da’)? .

Triangles a bissectrices rationnelles.

277. — La détermination des triangies a cOtés rationnels
admettant une bissectrice intérieure ou extérieure ration-
nelle estréductible a I'étude d'une ¢quation de Brahmagupta-
Fermat.

Supposons, en effet, qu'il s’agisse de la bissectrice inté-
rieure d de 'angle A d’un triangle ABC de cotés «, b, c. La
relation qui lie @, b, ¢, d

a’be

I)C —— dQ + (—[)_—.__i:—z‘)“‘z
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