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DES EQUATIONS PRIMITIVES TRINOMES
DU SECOND DEGRE

PAR

H. E. Hansen (Copenhague).

[. — Léquation a + x? = y2.

p et g désignant des nombres entiers et premiers entre
eux, pour p pair, q impair (ou vice versa), considérons
I'identité

bpg +(p—aqf=1p+ 97 J)

et pour p et g, tous les deux impairs, la suivante
— 2 2
po+ (1) = (B59) il

Ces identités nous fourniront des moyens pour résoudre
I’équation donnée.

Si I'on veut employer (I), il faut que @ puisse:s’écrire 4pgq,
ou p doit étre pair. Ainsi @ aura au moins 2% comme facteur.

Exemple 1. @ = 4.2% > un nombre premier impair.

Les valeurs pour « étant 1, 2, 3 ..., il s’ensuit que dans
la formule (I} p sera 2* et ¢ le nombre premier donné. Ainsi
nous n‘aurons qu’une seule solution:

x=+ (¢g—2% et y=gq+4 2%.

Exemple 2. a = 4.2% >< un nombre impair compose.
Dans la formule (I) p et ¢ seront les deux facteurs, pre-
miers entre eux, de tous les couples de facteurs qui peuvent
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se former de 2* et des facteurs premiers. du nombre com-

posé donné. Ainsi les facteurs 27, 5P et I' forment les
couples :
A I L
9% 1B [ /;-f3 2%y 9% P

¢’est-a-dire 2°7' couples en tout.
Sl I'on a donné les quatre facteurs, premiers entre eux,
*, k., let m,ils fourniront les couples

a

1, 2* Ik, l, m, 2%k, 2%, 2%m
2% klim K 2%im 2%km 2%kl Im km kl

c'est-a-dire 2*7* couples. |
, —1 . n—1
Pour n facteurs, on aura 2" couples et par suite 27 solu-
ttons de I’équation proposée.

Si I'on veut employer la formule (II), nous procéderons
de la méme maniére,

Exemple 1. @ = un nombre premier impair.

Pour pg on met le nombre donné, @, et on n’aura que le
seul couple de facteurs, @ et 1, a poser dans la formule, res-

pectivement pourp et ¢. Ainsi on n’aura que la seule solu-

tion :

a—1 a -+ 1
X — 5 el ¥ = ) .

Exemple 2. @ = un nombre impair, composé de n facteurs
premiers. ‘

Comme plus haut, les n facteurs forment 2" couples de
facteurs premiers entre eux, et ainsi on aura 2" solutions.

Application a des exemples nUMEriques :
L’équation (I) peut s’écrire

pra=Vip—q’+ipg ou p—qg=VIip+qF—hpg
et 'équation (II)

P+q — — :
__2__:\/<p : q) +pg on P_Q_q:\/@%_/) oy

[’Enseignement mathém., 18¢ année; 1916
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Exemple 1. p + ¢ =\V'22+4.2.3.5 .
Les couples de facteurs mentionnés plus haut deviennent:

1, 2, 3, 3,
2.3.5 3.5 2.5 2.3

Si I'équation est primitive et en nombres entiers, il faut
avoir z =29, 13, 7 ou 1, et les racines correspondantes
p + ¢ seront 31, 17, 13 et 11.

Exemple 2. L5 4 =\/22 —3.5.7 .

Les couples de facteurs sont

1, 3, 5, 7,
3.5.7 1.5.7 1.3.7 1.3.5
Il faut donc qu’on ait z := 53, 19, 13 ou 11, et les racines
p_;_q deviendront 52, 16, 8 et 4.
Exemple 3. Soit

x = |/ 1508% 4 88305 ;

pour savoir, sans calcul ordinaire, si la racine est ration-
nelle, il faut examiner si les deux termes sous le signe radical
ont un facteur commun. On trouvera le facteur 29; et en
outre 88305 étant divisible par 292, il s’ensuit

x = 29¢/52% 105 .

105 — 1
2

105 + 1

——, et

Comme 52 est égal a , la racine sera

ainsl on a
x — 29.53 .

2

II. — L’équation x + y? = a®.

A Paide des équations (I) et (II) on sera a méme de déter-
miner x et y.

Il y aura trois cas différents, selon qu'on a « égal a 1° un
nombre premier impair, 2° un nombre impair composé ou
3° un nombre pair composé.
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1¢* cas. — Selon (I) nous aurons une solution pour chacune
des maniéres différentes de décomposer un nombre, a, en
deux nombres, p et ¢, qui soient premiers entre eux.

Au cas donné, a sera premier avec tous les nombres de 1
aa—1, et il peut ainsi étre décomposé en: 1 et (@ — 1),

—1 —1
2 et (@a—2), 3et (@—3), ..., = et (a—az > Le

2
. ) ) \ .ooca—1
nombre des soluttons d’aprés (I) sera ainsi —;
Exemple.
7=1+4+6 donne 4,16 + 52 —= 72
2 45 5.2.5 4 32 = 72
34 4 5.8.4 4 12 =70

Suivant 'équation (II), il faut qu’on =ait la quantité « dé-

composée en E——_g—q, ou 2a en p + ¢, ou p et ¢ sont tous les

deux impairs et premiers entre eux; ainsi 2a peut élre dé-
composé en: 1 et 2a — 1), 3 et 2a — 3), b et 2a — D), ...,
(@ —2) et (@ + 2).

Le nombre des couples, et par conséquent des solutions,

. S 1 — 1
devient n — 2 +1__«

, c'est-a-dire le méme que

2 2
plus haut.
Exemple.
2¢ = 14 =1 4+ 13 donne 1.13 + 62 = 77
3 4 11 3.1 + 42 = 7
54 9 5. 9 4 928 — 72
2¢ cas. — Il faut, comme plus haut, connaitre les nombres

inférieurs a @ et premiers avec celui-ci. Du reste, il suffira
de connaitre la premiere moitié de ceux-ci.

Exemple.
a=15=1 4 14 donne 4.1.14 4 132 = 152
2 + 13 £.2.13 + 112 = 15?2
4 4 11 b.4.11 4+ 72 = 15?2
74+ 8 4,7, 8 4+ 1% = 15% .

Le nombre des solutions est donc g(a): 2, ¢(a) désignant le
nombre des entiers inférieurs a a et premiers avec lui.
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D’une maniére pareille on peut faire usage de I'équation
(IT), quand on a déterminé la premiére moitié des nombres
inférieurs a 2« et premiers avec celui-ci.

Ainsi on trouvera pour @ =— 15:

Exemple.
2a =30 = 1 + 29 donne 1.29 + 14 = 15°
7 - 23 ' 7.23 4- 8% = 15%
11 4+ 19 11.19 + 42 = 15?
13 4+ 17 13.17 4+ 22 = 15% .

Le nombre des relations est gla): 2.

3% cas. — Le nombre donné étant pair, ’équation (I) ne
donne aucune équation primitive, et, par conséquent, nous
n'aurons aucune solution. | |

Pour avoir des solutions d’apres (II), il faut encore con-
naitre la premieére moitié des nombres inférieurs a 2a et
premiers avec celui-ci. Soit @ = 12, 2a = 24 = 23%.3, on a
@(24) — 222 — 1)(3 — 1) =8. '

Exemple.
20 — 24 —= 1 + 23 donne 1.23 + 11*% —= 12¢
5419 5.29 L 7* = 122
7 417 7.17 + 5% = 12%
11 4 13 11.13 + 12 = 122

Le nombre des soluttons devient ¢(2a): 2.

II. — L’équation x 4+ a? = v?2.

Les équations (I) et (Il) nous donneront aussi, pour un «
donné, des solutions de cette équation. On aura a traiter,
comme plus haut, les trois cas différents désignés.

1°t cas. — En se servant de ’équation (1), il faut écrire le
nombre premier donné, a, comme une différence entre
deux nombres impairs et premiers enire eux. Mais cela
pourra se faire d'innombrables maniéres. Les nombres de
1 a @ — 1 sont premiers avec a, et, par conséquent, on peul
les poser pour ¢, comme nombres a soustraire, dans I'équa-
tion « = p — ¢, quand pour p on met a + q.
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Exemple. K
a—=7=8—1 donne 4,1, 8 + 72 = 9%

9 — 2 5.2, 9 4 7% = 112

10 — 3 4.3.10 4 72 = 182

11 — 4 G4 A1 4 72 = 15

12 — 5 4512 4 72 = 17
13 — 6 5.6.13 4 72 = 192 .

On peut coniinuer ¢ {’infini en ajoutant des multiples de 7.
Ainsi nous aurons: ‘
15 — 8 donne f- 8-15 - 7% = 23*

16 — 9 4o 9-16 4o 7% = 257
17 — 10 4-10-17 4= 72 = 272
etce. ete.

Usant de I’équation (II), il nous faut décomposer a en

P—9 ou2a en p— ¢. Pour @ =7, 2a = 14, on doit donc

poser pour ¢ les o(14), ou 6, nombres qui sont inférieurs
a 14 et premiers avec ce nombre, savoir 1, 3, 5, 9, 11, 13.

Exemple.
P — 1h=— 15 — 1 donne 1.15 4+ 72 — 8?2
17 — 3 3.17 4+ 72 = 10
19 — 5 5.19 4 72 = 122
23 — 9 9,23 4+ 72 — 16?
& 25 — 11 11,25 4 72 = 18
@ 97 — 13 13.27 + 72 = 20°
29 — 15 15.29 4 72 — 292
hﬁ 31 — 17 17.31 + 72 = 242
§§ 33 — 19 19.33 + 72 = 262
s ~ete. gln.
; 2° cas. — Quand on a pour a un nombre composé impair,

on procéde comme plus haut; il faut, toutefois, commencer |
par la détermination des nombres qui se trouvent inférieurs
a a et premiers avec celui-ci.

3¢ cas. — Ayant pour a un nombre pair, I'équation (I) ne
donnera aucune solution primitive.

Par contre, 1'équation (II) nous donnera d’innombrables
solutions. Pour @ = 18, nous avons 2a = 36, et les 0(36), ou
12, nombres inférieurs a 36 et premiers avec lui, sont 1, 5,
7,11, 13, 17,19, 23, 25, 29, 31, 35, d’ou suit :




LR gk, oy
TR
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Exemple.
2a =36 =37 — 1 donne 1.37 4+ 182 = 19*
41 — 5 5.41 4 182 — 232
43 — 7 7.43 4 182 — 257
47 -— 11 11.47 4 18% =— 29
73 — 37 37.73 4+ 182 = 552
77 — 41 41.77 4 18 = 592
ete. ete.
IV. — L'équation a® + x* — y2.

(« Equation pythagorique »).

Les nombres pythagoriques se laissent déterminer de la
plus simple maniére a I'aide des équations (I) et (Il), si 'on
pose, seulement, pour p et ¢ des nombres carrés correspon-
dants, et en employant, dans le premier terme, successive-
ment tous les nombres carrés.

Exemple. 4.22% 3% 5% = 602 donne les couples de facteurs :

42 24 32, 5%
oz 82.5% 32,52 22 52 22 32
dont on aura
602 -1 8992 — 9012
602 4 2212 — 229?
602 4+ 912 — 1097
602 4 112 = 61¢ .

On trouve toutes les valeurs cherchées, en employant
seulement I’équation (II), ou successivement on met dans le
premier terme tous les nombres impairs de toute la suite
des nombres. Si @ est un nombre composé, il faut le décom-
poser en ses facteurs premiers, et de ceux-ci on doit former,
comme nous l'avons montré dans ce qui précede, tous les
couples des facteurs, p et ¢, premiers entre eux, qui se
peuvent faire.

V. — L’équation x* 4+ y? — a2

Si cette équation doit étre primitive, elle ne peut étre
satisfaite que par des valeurs impaires de @, et seulement
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par celles qui peuvent étre écrites comme une somme, divisée
par 2, de deux nombres carrés impairs et premiers entre
. . 1)2 2
eux, ainsi @ P tq
2
On peut désirer savoir quels nombres, @, on pourra dé-
composer de plusieurs maniéres, d'aprés la formule donnée.
Sil'on met p=2n + 1 et ¢ =—=2n 4 1, on aura

a_—:‘pg_‘};q?:Q[n(n—f— 1) + ny(ny +1)] + 1,

et on peut former le tableau suivant des valeurs de «, jus-

qu’a 200 :

nn=0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
n=0|[]=0 2 6 12 20 30 42 56 72 90
n=1|[ 1= 4 8 14 22 32 44 58 74 92
n—=2{[ ]= 12 18 26 36 48 62 78 96
n=3|[ ]= 26 32 42 54 68 8%

A= k] Je= 40 50 62 76 92
n=2>5|[ 1= 60 72 86

= b{] = 84 98

= 7] }== (112

Les valeurs qui paraissent plusieurs fois dans le tableau
sont celles qui, pour la méme valeur de @, donnent plusieurs
valeurs pour x et y. Ainsi le nombre 72, paraissant deux

fois, donne
2 142 2 9
e=272 41=15=22+1_ 18+ 1

2 2 ’

et par conséquent on aura les équations:

172 — 1\2 /172 4 12\2
40e —_ L
o+ () = ()

122 __ 1192\ 2 132 112\ 2
(11-13)2 + (E-—Q “) == <+> :

et

Toutefois, on n'oubliera pas que 2n 4+ 1 et 2n, 4+ 1 doivent
toujours étre premiers entre eux.

Copenhague, mai 1915.
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