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AR A TS A TR

DEUX CONFERENCES SUR LA NOMOGRAPHIE
données les 28 et 29 juillet 1914 a U Université d'Edimbourg?

PAR

Maurice d’OcacnE, Prof. A I'Ecole Polytechnique de Paris.

[. — PRINCIPES DE NOMOGRAPHIE

Définitions et résumé des principes relatifs aux représen=
lations nomographiques fondées sur l'entre-crorsement.

1. — En vue d’une plus grande commodité nous allons
d’abord rappeler quelques définitions et conventions usitées
dans nos précédentes publications 2.

Les variables entrant dans les équations sont représentées
par la lettre z avec des indices correspondants, et toute fonc-
tion d'un certain nombre de ces variables par une seule
lettre affectée des indices de toutes ces variables. Ainsi f,
représentera une fonction de la seule variable z,, /i, une
fonction de z, et z,, et si, par exemple, il est dit que I'équa-
tion F,,,, = 0 peut prendre la forme G,, = H,,, cela signi-
fiera que cette équation entre quatre variables est telle que
deux des variables peuvent étre groupées dans un des
membres, les deux autres dans 'autre.

Au point de vue de la représentation nomographique,
toute quantité variable entrant dans une équation est regar-
dée comme un parametre au moyen duquel est défini un
certain systeme oo! (c’est-a-dire simplement infini) d’élé-

1 Au cours du Colloquium tenu a I'occasion du tricentenaire de I'invention des logarithmes.

2 Les plus importantes d’entre elles sont : I'raité de Nomographie (Paris, Gauthier-Villars,
1899) et Calcul graphique et Nomographie (Paris, Doin, 1908, 2¢ édit., 1914), qui seront res-
pectivement désignées par la suite au moyen des abréviations T. N. et G. &. N. Dans le cas
de ce dernier ouvrage, les références sont faites a la seconde édition.

L’Enseignement mathém., 18¢ année; 1916. 25




374 M. D OCAGNE

ments géométriques, points ou lignes, pris sur un plan.
Nous supposons d'ailleurs qu’a chaque valeur du parametre
z, correspond dans le systéme (z) un élément déterminé et
que, pour définir graphiquement un tel systeme, nous avons
tracé sur le plan un nombre fini des éléments en question
en inscrivant a c¢o6té de chacun d'eux, en maniere de gra-
duation, la valeur correspondante du parameétre z,'. En gé-
néral, les valeurs de z; choisies sont rondes et forment une
progression arithmétique.

Une telle représentation graphique discontinue peut suf-
fire a rendre sensible, 4 un certain degré d’'approximation,
la variation continue du parameétre correspondant de la méme
facon que les courbes de niveau d'une carte suflisent adéfinir
’étendue continue de la surface du sol. Dans la plupart des
cas, la suite continue des éléments géométriques intermé-
diaires entre ceux qui sont effectivement marqués peut étre
définie graphiquement, s’il s’agit de points,.par leur lieu
géométrique, s’il s’agit de droites, par leur enveloppe.

Avec une précision qui dépend de la plus ou moins grande
habitude qu'il en a, le calculateur peut se figurer mentale-
ment, entre les éléments effectivement cotés, ceux qui cor-
respondent aux valeurs intermédiaires du parametre; cette
opération est ce qu'on appelle une interpolation a vue.

Dans la majorité des cas de la pratique, les valeurs des
variables qu’il y a lieu de considérer constituent elles-mémes
des suites discontinues dont les intervalles sont fixés par la
nature du probleme, et, en de tels cas, s’il n'est pas possible
de tracer tous les éléments correspondants, l'interpolation
a vue n'a a intervenir que pour un trés petit nombre de
valeurs dans chaque intervalle.

Notons enfin que l'interpolation a vue s’exerce avec une
facilité et une précision incomparablement plus grandes
dans le cas d'un systéme de points distribués sur une ligne
que dans celui d’un systéme de courbes de nature géomé-
trique plus ou moins simple, et méme dans celul d’un sys-

! En pratique, on peut se dispenser d’inscrire les cotes de tous ces éléments. On peut se
contenter de le faire pour celles qui limitent certains intervalles, comme de 5 en 5, ou de
10 en 10, ainsi que cela se pratique sur les graduations des instruments de mesure.
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teme de droites. L'importance de ceite observation appa-
raitra par la suite. »

2. — Si l'on associe arbitrairement a chacune des variables
3., Z3, .-, Zau, qui entrent dans une équation donnée
Fi2...==0, un systeme d’éléments géométriques, tel que ceux
qui viennent d'étre définis, il est clair que I'équation donnée
établira une certaine relation de position entre ceux de ces
éléments qui correspondent & un groupe de valeurs z,, z,,

., 2, satisfaisant a I’équation. Si cette relation prend une
forme géométrique telle que la connaissance des éléments
correspondant & n — 1 des variables entraine immédiate-
ment celle de 1'élément correspondant a la 2™, nous avons
alors, en fait, une représentation nomographique de 1’équa-
tion donnée. Lorsque les valeurs de n — | des variables
sont données, une telle représentation permettra de con-
naitre celle de la »* par une simple lecture, au besoin
complétée par une interpolation a vue.

Le tableau graphique formé par les n systemes d’éléments
cotés (z,), (z,), ... (2), lorsqu’on sait quelle est la relation
qui existe entre les éléments dont les cotes satisfont a I’équa-
tion donnée, constitue un nomogramime de cette équation.

Le premier objet de la Nomographie est de découvrir des
calégories, aussi vastes que possible, d’équations pouvant
étre représentées par des nomogrammes d’'une extréme sim-
plicité en raison, a la fois, de la nature des éléments géo-
métriques y intervenant et de la relation de position a cons-
tater entre ces éléments.

Les éléments géométriques les plus simples sont les points,
et la relation de position la plus simple entre des points con-
siste en leur alignement: Donc, a priord, le type le plus
simple de nomogramme pour trois variables sera fondé sur
Ialignement de trois points appartenant chacun a une échelle
graduée, ces échelles pouvant étre d'ailleurs rectilignes ou
curvilignes. [l apparaitra par la suite que cette forme la plus
simple de la représentation nomographique frouve en pra-
tique un champ d’application extraordinairement vaste.

Mais avant d’aller plus loin, il convient d’examiner de plus
pres la nature des relations de position possibles dont 'im-
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médiate constatation peut intervenir dans l'usage des nomo-
grammes.

Il suflit d’un peu de réflexion pour se convaincre que de
telles relations de position peuvent seulement consister dans
I'existence de contacts entre certains éléments géométriques,
la notion de contact étant prise ici dans un sens tres général

comprenant, par exemple,

, (39 le fait pour un point de se
/77 trouver sur une cerlaine
(?Jzu‘f \ ligne.
: N ; (3 3. — Dans le cas d'une
$’§E‘§> ] équation a trois variables,
5:::.:1" I'idée qui se présente tout
2 d’abord consiste a associer
\ 4 chacune de ces variables
un systéeme de courbes, de
telle sorte que les trois
F"ﬁ'/‘l courbes qui correspondent
a des valeurs de z,, z,, z,
satisfaisant simultanément a Uéquation donnée F,,, = 0

passent par un méme point. On a ainsi un exemple de nomo-
gramme a entre-crotsement (fig. 1). Dans ce cas on peut choisir
arbitrairement deux des systémes colés, sous la réserve lou-
tefois que le troisieme, qui s’en déduit, soit aussi réel. Si,
d’ailleurs, nous nous donnons les équations cartésiennes des
deux premiers systemes

o (x, 0, 2 =0, Plx, ¥, 3) =0,

nous n’avons qu'a éliminer z, et z, entre ces équalions et
l'équation donnée pour obtenir I'équation du troisieme sys-
téme

B 5 ¥y 2} = O .

D’aprés ce mode de formation, I’élimination de .v el y entre
les trois derniéres doit reproduire I'équation donnée. Ainsi,
les courbes représentées par les trois derniéres équalions
passent par un méme point lorsque les valeurs corrcspon-
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. . ’ g L *
dantes de z,, 7,, z, satisfont simultanément a Céquation
donnée.

A premiére vue, il semble que le plus simple soit de

prendre
= & ¥ =z ,

dans tous les cas. Cela donne immédiatement pour le troi-
sieme systéme I’équation

Flx, », Zg] = O

délinissant les projections sur le plan des xy des lignes de
niveau de la surface représentée par la derniére équation
lorsqu’on y regarde les trois variables comme des coordon-
nées cartésiennes?t. Mais, pour la construction pratique des
nomogrammes, on doit s'attacher spécialement a n’avoir
affaire qu’a des courbes d'un tracé facile, et méme seulement
a des droites et des cercles, lorsque la chose est possible.
Or, 1l est évident qu’un choix judicieux peut, en certains
cas, conduire a des équations ¢, =0, ¢, =10, ¢; =0 ne
représentant que des droites ou des cercles, alors que
I'équation F(x, y, z;) = 0 représenterait des courbes plus
compliquées qu’il ne serait possible de construire que point
par point.

Le type le plus général d’équation représentable par trois
systemes de droites est évidemment de la forme *

fo 8 hy = 0 (1)

pour lequel on prend comme équations des systémes (z,),
(:’2>’ <Z3>’

2y + 58 + by =0,

Xy + ¥ + by =0,

Xfy + y8s + by =0 .

! L’apparence de damier (en grec &ﬁaf} du réseau des lignes x = z(, y =55, a donné
naissance au terme d’abague qui a été étendu depuis lors (T. N.) A toute espéce de repré-
sentation nomographique. Il semble préférable, dans le cas général, d’employer le terme
de nomogramme (C. G.N., p. 181). )

2 Au sujet du type le plus général d’équation représentable par trois systémes de cercles
voir: T. N, p. 113 et C. G. N., p. 193. ’
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La formation de ces équations porte le nom de disjonction
des variables, et ces équations elles-mémes sont appelées
les équations de disjonction.

Il est digne de remarque que la grande majorité des équa-
tions rencontrées dans la pratique rentre dans le type pré-
cédent, et méme, en général, dans le type plus particulier
donné par

18+ Ll + =0, (2)

ou, sous forme de déterminant

10 —f
0 1 —f =0,
| 83 hy fs‘

~

Un trés grand nombre sont réductibles a la forme plus
simple
hH+hL+1=0, (31

notamment celles du type

;O

me

-G
[l
o

qui peuvent s’écrire
log o, + logo, + logg, =0 .

Cetle derniére transformation, envisagée pour la premiere
fois par Lalanne en 1842, a recu de lui le nom d’anamor-
phose logarithmique?.

Historiquement, elle offre le trés haut intérét d'avoir fourni
le premier exemple d'une représentation nomographique
distincte de la pure représentation cartésienne définie par
X==%, P =235,

4. — La question qui s’offre maintenant est de discerner
s'il est possible d’obtenir la représentation d’équations a
plus de trois variables au moyen du simple entre-croisement
de courbes fixes tracées sur un plan. La réponse est qu'une
telle représentation est inapplicable a une équation a plus
de trois variables a moins qu’il ne soit possible, grace a I'in-
troduction de variables auxiliaires, de remplacer cette équa-
tion par une suite d’équalions ne contenant pas chacune

1T.N., p.61 et C. G. N., p. 189.
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plus de trois variables. La représentation revient alors en
réalité a un enchainement de nomogrammes a enitre-croise-
ment 1. '

Sans pénétrer dans le délail du sujet, nous pouvons rendre
ces idées plus claires en examinant les cas les plus simples :
ceux de quatre, cinq et six variables.

Supposons qu une
équation a quatre va-
riabies

Floge = 0

puisse étre regardée
comme le résultal de
I'élimination de la va-
riable auxiliaire ¢ entre
les deux équations

f12(51’ = ) = (1
0,

[

85433, 24 1)

ce qui revient a dire
qu'elle peut revétir la
forme ¢,, = ¢,,, comme
on le voit en égalant les
valeurs de ¢ tirées des
deux derniéres équa-

tions. /f/
Nous pouvons repré- F’
senter chacune de ces 'iz

équations par un nomo-

gramme a entre-croisement et, puisque (n°3) nous avons le
libre choix de deux des systémes cotés qui entrent dans
chacun de ces nomogrammes, nous pouvons faire en sorte
que le systeme (f) soit le méme sur chacun d’eux et tracer
les deux nomogrammes sur une méme figure. Le systeme (¢)

t Voir C. G. N., p. 206, ou le travail de l'auteur intitulé Exposé synthétique des principes
fondamentavx de la Nomographie (Journal de UEcole Polytechnique, 2¢ série, 8¢ cahier, 1903,

p- 97 et 119), et encore une note qu’il a publiée dans les Comptes Rendus de Académie des
Sciences ('T'. 148, 1909, p. 1244%).
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commun dont il n’est pas besoin d’inscrire les cotes cons-
titue une sorte de pont pour le passage d'un nomogramme
a l'autre.

Par exemple, dans le cas de la fig. 2, supposons que l'on
donne z; =2, 2, =3, z, = 1 el que l'on cherche z,. Sil'on
suit la courbe (¢) qui passe par le point de rencontre des
courbes z;, =2, z, — 3, jusqu’en son point d’intersection
avec la courbe z; =1, on voit que la courbe (z,) passant par
ce point a pour cote le nombre 3. La valeur cherchée est des
lors Dy == 3.

b
2
5 (#)
N
1 NN
5432 \ ;‘:éi‘::‘
/ T
1
3 ‘ ]
( }4) i !‘ a% / 432(
g ZRERER 3 (F s”)
s ean
= (t)

Il est évident de méme que la fig. 3 montre une repré-
sentalion de ’équation
Floges =0
s’il est possible de la regarder comme le résultat de I’élimi-
nation de ¢ et ¢’ entre les équations
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et aussi que la fig. 4 montre une représentation de I'équation

Fiog456 = 0

si celle-ci peut étre regardée comme le résultat de 1'élimi-
nation de ¢, ¢' et t” entre les équations

I

fialz, 2, t)

3“4

[l

o
A
~
~
~—

834

=~

1
Al
o~
B3
S

i

ot

’

6

! oft, ¢, 1)

i
i

r ~g

0
0,
0
0

La généralisation est évidente et peut s’énoncer comme
suit: les seules équations a plus de trois variables susceptibles

(Z)
2
‘/j f/ j
f 7
N tf
N ) J 2/
<>
PRRRESS g
R

>~
&
[N
AV.9.9.9. 9 ARE—

d’éire représentées au moyen de nomogrammes & entre-croi-
sements fixes sont celles qui peuvent étre déduites d’une équa-
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tion a trois variables par une série de substitutions rempla-
cant une variable par une fonction de dewx autres variables.
~ Des équations de ce type se rencontrent {réquemment en
pratique, mais il s’en trouve aussi d’autres. 1l apparait donc
qu’'en vue d'obtenir des modes plus généraux de représen-
tation nomographique on devra nécessairement recourir a
des éléments mobiles les uns par rapport aux autres .

Le déplacement d'un plan mobile sur un plan fixe compor-
tant trois degrés de liberté, on reconnait immédiatement la
possibilité de créer des systemes !, w? o® par le dépla-
cement d’un seul élément mobile, et des systemes x3, &7,
x* par le déplacement d’un systéme o' mobile. Nous n'in-
sisterons pas ici sur ce point que nous avons développé ail-
leurs? et nous bornerons a faire remarquer que, par les
simples déplacements d’une droite on peut engendrer les
systemes oo® de droites les plus généraux.

Un tel systeme est, en fait, défini par une équation de la
forme

Xfig + 810 + hy =0 .

Si, dans cette équation, on fixe 'un des parametres. soit 3,
et que l'on fasse varier 'autre z,, toutes les positions cor-
respondantes de la droite sont tangentes & une courbe dont
I'équation s’obtient par I'élimination de z, entre |'équation
ci-dessus et sa dérivée prise par rapport a z,. Les courbes
ainsi obtenues pour diverses valeurs de z, peuvent étre
colées au moyen de ces valeurs. De méme pour z,. Ce double

systéme des enveloppes (z,) et (z,) suflit a déterminer toutes

1 Uue remarque est ici necessaire. En vue d’une plus grande commodité. on peut rendre
mobiles certains éléments d’'un nomogramme a entre-croisement sans qu'il en résulte un plus
haut degré de généralité nomographique. 3i, par exemple, toutes les courbes d'un systéme
! intervenant sur un nomogramme sont géométriquement identiques, ce systeme peut étre
engendré au moyen des déplacements d’une seule courbe tracée, au besoin, sur un trans-
parent, et qui, en variant de position, peut venir successivement coincider avec toutes les
courbes du svstéme en question. Tel est notamment le cas pour les systemes de droites
paralléles se rencontrant dads les abaques hexagonmaux de M. Lallemand (T. N., p. 70 et
C. G. N., p. 216). Pour que l'introduction d’éléments mobiles puisse conférer effectivement a
un nomogramme un plus haut degré de généralité, il est nécessaire que le systeme ainsi
engendré soit géométriquement de la classe =2 ou ood.

2 Sur la théorie générale des nomogrammes a éléments mobiles, voir T. N., p. 390 et C. G.
N., p. 368. L’auteur a pu établir en ces endroits une classification rationnelle des diftérents
types de nomogramme, morphologiquement distincts, qui peuvent ¢tre regardés comme
canoniques.
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les positions de la droite correspondant aux divers couples
de valeurs de z, et z,, la droite (z,, z,) étant une tangenle
commune awx courbes portant les cotes correspondantes dans
les systemes (z,) et (z,). Le cas le plus simple est celui o les
enveloppes (z,) et (3,) se réduisent a des points.

Nous allons retrouver ces systémes de droites par une
autre vole.

Représentations nomographiques fondées sur Ualignement.

5. — Nous avons vu que la grande majorité des équations
quise rencontrent dans les probléemes de la pratique rentrent
dans le type (1) du n° 3 et méme, en général, dans le type
(2). Cela suggeére immédiatement la possibilité de recourir a
de simples points cotés pour la représentation de ces équa-
tions. En plus de la grande simplicité de sa construction,
un tel systéme a 'avantage de se préter a une lecture plus
précise lorsqu’il est nécessaire de recourir a une interpo-
lation a vue, ainsi que la remarque en a été faite a la fin
dumn° 1.

Nous pouvons, en effet, appliquer le principe de dualité
et obtenir des nomogrammes dont les éléments sont des
points tels que les cotes de trois d’entre eux situés sur une
méme droite?! satisfassent simultanément a 'équation don-
née, au lieu des nomogrammes dont les éléments sont des
droites telles que les cotes de trois d’entre elles passant par
un méme point satisfassent a celte équation.

Cette application du principe de dualité peut revétir une
forme plus précise. Il suflit” de regarder les coordonnées
qui figurent dans les équations des systéemes de droites du
nomogramme primitif comme des coordonnées tangentielles

el, plus particulierement, comme des coordonnées paraliéles?®
ainsi définies :

* En pratique les alignements peuvent é&tre pris soit au moyen d’un trait rectiligne tracé
sur un transparent ou — ce qui est peut-&tre plus commode — au moyen d’un fil fin tendu.

2 Une ¢tude systématique de ce systéme spécial de coordonnées se trouve dans un mé-
moire publié en 1884 par I'auteur dans les Nowuvelles Annales de Mathématiques et tiré ensuite
a part en une brochure intitulée Coordonnées paralléles et axiales (Paris, Gauthier-Villars,
1885). Cette recherche avait été entreprise en vue de 'usage qui pouvait &tre fait de ces coor-
données dans la construction des nouveaux nomogrammes dont le principe avait été indiqué
pour la premicre fois par Pauteur dans un mémoire intitulé Procédé nouveau de calcul gra-
phique publié en 1884 dans les Annales des Ponts et Chaussées.
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St Au et Bv (fig. 5) sont deux axes paralleles, pourvus de
sens positif et négatif, les segments AM = u et BN = v, pris
avec leur signe, sont les coordonnées de la droite MN.

Avec ces coordon-

u J v nées tangentielles,

M comme avec les coor-

T uN données  pluckérien-
T

————__  nes, le point est repré-
senté par une equa-
tion du premier degré.
Au point de vue gra-

/// -
/L”’/C/’/B = phique ces nouvelles
— K é coordonnées  offrent
F:'g.j\ I'avantage de repré-

senter directement des
longueurs de segments de droite, au lieu des inverses de
tels segments.

La relation entre les coordonnées paralléeles et les coor-
données cartésiennes est renfermée dans les formules sui-
vantes qu’il est bien facile de démontrer. Prenant comme
origine des coordonnées cartésiennes le milieu O -du seg-
ment AB de la droite joignant les origines des axes paral-
leles Au et Bo, puis comme axe Ox la droite AB, avec sens
positif de O vers B, et comme axe Oy la parallele a Au et Bo
avec le méme sens positif que ces axes, on trouve que le
point dont 'équation, en coordonnées paralléles, est

auw + by +~c¢c =0,
a pour coordonnées cartésiennes

h— —
x:B) a ;= ¢ T

a-+ b’ / a-+ b’

-~
—

o étant la longueur du segment OB.
Si done 1'équation F,,, = 0 peut étre mise sous la forme*

L & hy
fo 8 hy | =0 (1)
fi 8 hs

1 Le théoréme permettant de reconnaitre a prior:i si une équation donnée peut prendre
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on peut la représenter au moyen de l'alignement des points
pris dans les trois systémes que définissent les équations

uf, +vg, + h, =0,
ufy + vg, + by =0,

ufy + vgy + hy =0 .

,

Ces points peuvent étre construits directement d’apres
leurs équations® ou au moyen de leurs coordonnées carte-
siennes données par les formules (4). Le type de nomo-
gramme a alignement ainsi obtenu est celui que représente
la fig. 6.

En pratique, le cas de beaucoup le plus fréquent est celul
d’une équation rentrant dans le type (2) ci-dessus, c'est-a-
dire

f18 + fohs + =0, (2)

pour lequel on prend
w=—1f, v =/fy ,

équations qui définissent deux échelles rectilignes portées
respeclivement sur Au et Bo.

6. — Pour les équations a trois variables, les nomogrammes
a alignement ont un avantage marqué sous le rapport tant
de la facilité de la comstruction que de la précision de la
lecture; mais leur supériorité s'affirme surtout avec évidence
lorsqu’on les applique a des équations a plus de trois va-

cette forme a été découvert par M. Gronwall (Journal de Mathématiques pures et appliquées,
6c série, T. 8, 1912, p. 59). La solution de cette équation d’analyse est d'un grand intérét
théorique mais généralement non nécessaire en pratique. Les équations qui sont susceptibles
de cette transformation se présentent le plus souvent sous des formes déja particularisées
pour lesquelles le probléme peut étre résolu algébriquement. Voir T. N., p. 436 et C. G. N.,
Pp. 230 et 255.

! Pour la construction de tels systémes de points dans le cas ot leur équation est algé-
brique par rapport au paramétre correspondant, voir T. N., p. 141 et C. G. N., p. 234.
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riables non susceptibles d’étre représentées au moyen de
nomogrammes a entre-croisement.

Supposons que, dans le cas du type (1) ci-dessus, on rem-
place les fonctions d'une seule variable par des fonctions de
deux variables, en écrivant

= 0. (9)

fas  8as
fse 86 36

Si nous opérons la disjonction en coordonnées carté-
siennes, sous la forme

Tfy + 08w + iy =0,
r/.‘zs -+ Y895 + ]225 =0,
Xfse + Y826 + h3e = 0

nous définissons ainsi trois systémes oo? de droites. Ces
systemes ne peuvent pas étre tracés de facon permanente
sur la figure, mais, ainsi que nous l'avons remarqué a la fin
du n° 4, chacun d’eux peut étre engendré au moyen d'une
droite mobile griace aux doubles enveloppes qui lui corres-
pondent. La relation de position par laquelle I'équation
donnée se trouve résolue réside dans le concours des trois
droites tangentes respectivement aux courbes (z) et (z,),
(z,) et (z4), (z5) et (3,). Le mode opératoire qui en résulte n'est
guére commode et peu approprié aux besoins de la pra-
tique.

Ayons maintenant recours aux équations de disjonction en
coordonnées paralleles, savoir

Ufiy + v814 + km =0,
{ Ufys T+ V8os + gy = 0, (6)
8 Ulse + V&as + ey ==l .

Chacune d’elles définit un sysléme oo? de points; mais, a
Pencontre d’un systeme de o? de droites, un tel systéme
peut étre marqué de facon permanente sur la figure sous
forme d'un réseau composé de deux familles de lignes (sys-
temes ool).
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En fait, voyons comment est déterminé chacun de ces
systémes, le premier par exemple.

Par les formules (4) ci-dessus nous obtenons, pour les
coordonnées cartésiennes d’un point du réseau, les expres-
sions
— h

9‘ — 14 . (:"

14 T 814

P /
o= §oM Gt
fia + 8ia

Si maintenant on élimine entre ces équations soit z,, soit
z,. on obtient deux équations telles que

X, v, )l =0, o (X, ), :4) = 4q , (8]

définissant deux systemes oot de courbes, le premier coté au
moyen des valeurs de z,, et le second, de z,; pour un couple
particulier de valeurs de ces paramétres, le point (3,, z,)
n'est autre que le point d’intersection des courbes cotées
(z4) et (z,).

Ayant ainsi construit les réseaux (z,, z,), (34, 25) et {35, 3¢
on voit que la représentation nomographique de U'équation
(D) consiste en Ualignement de trots points pris respectivement
dans ces trois réseaux. |

Cette remarquable simplicité de représentation pour des
équations a plus de trois variables est souvent utilisée dans

les applications et constitue un des plus notables avantages
de la méthode des points alignés.
La méthode s'applique spécialement au cas des équations




388 M. DDOCAGNE

a quatre variables que 'on obtient en remplacant, dans une
seule des lignes du déterminant du type (5), les fonctions de
deux variables par des fonctions d’une seule variable. Le
tvpe correspondant de nomogramme est celul qui repré-
sente la fig. 7.

Comme exemple d'une telle équation on peut citer I'équa-
tion complete du troisieme degré .

D’autres exemples seront compleétement traités dans la
seconde conférence.

Il peut arriver, en certains cas, que les points du réseaun
défini par des formules telles que (7) soient tous distribués
sur une seule courbe. Dans un tel cas on peut dire que les
points sont condenses sur cette ligne. Cette circonstance se
produit lorsque les formules (7) prennent la forme

r=C(eyl r= e

On doit alors avoir recours a larlifice indiqué a la fin du
n° 8 pour la définition nomographique de ces points (z,, 3,

Sy o~y
lard

/. — Le fait que les nomogrammes a alignement sont
sujets a toute transformation homographique — puisqu'une
telle- transformation conserve les alignements — contribue
notablement a donner de la souplesse a la méthode.

Le principe de cette transformation peut recevoir la forme
analvtique trés simple que voici.

Soit donnée une équation sous la forme

h & hy
fo & hy =0
fi 8 My

Nous pouvons multiplier ce déterminant par

1 Voir T. N., p. 333 et C. G. N., p. 278. L’auteur a montré comment la résolution de toutes
les équations des sept premiers degrés peut se ramener a I'emploi de ce procédé (C. R. de
UAcad. des Sciences, T. 131, 1900, p. 522) et développé enti¢crement la solution dans le cas du
quatricme degré (T. N., p. 336).
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supposé tel que les valeurs choisies pour ses neuf éléments
n’annulent pas sa valeur.

Appliquant la régle bien connue pour la multiplication des
déterminants, et posant pour i =1, 2, 3,

! !

f, =x; + vg + vk,
4 -y

g, = Nf; + g+ vh;,
A— 7 o A
= Nf; 4w 4 vy

nous obtenons la nouvelle équation

i ! !
o
f1 D1 h1
14 ! I3
f g, /’12 = 0,
! ! ’ ‘
i & hy |

et 'on concgoit que les systemes cotés répondant a cetfe der-
niére équation, qui est équivalente a l'équation primitive,
puissent offrir certains avantages par rapport aux systemes
obtenus directement.

D’ailleurs, puisque le déterminant de la transformation
contient neuf parametres sous forme homogene, la transfor-
mation dépend réellement de huit parametres, ce qui lul
confére une grande latitude. En particulier, cela permet de
fixer ad libitum la position de chacun des quatre points du
nomogramme qui marquent les extrémités des deux échelles
correspondant aux variables prises pour données, ce qui,
dans la majorité des cas, suffit & assurer au nomogramme
une disposition commode *.

Il est souvent avantageux de faire usage du cas particulier
de I’homographie qui est constitué par "homologie. Suppo-
sons, par exemple, ce qui est fréquemment le cas, que la
partie utile d’'un nomogramme recouvre toute la bande
d'étendue infinie comprise entre Au, Bo et la transversale A
a ces axes. Nous pouvons réduire ce nomogramme a des
dimensions finies par une transformation homologique ad-
mettant A pour axe et un point quelconque pour pole, tel

! Un exemple particulierement typique d’un tel emploi de la transformation homogra-
phique générale se rencontre dans T. N., p 199,
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notamment que l'origine O des axes cartésiens liés a Au et
Bo, a la condition de nous donner, sur la parallele a Au et
Be menée par le pole — c’est-a-dire sur Oy si ce pole coin-
cide avec l'origine O — le point I correspondant au point a
I'infini dans la direction de Oy. Dans ces conditions, la partie
utile du nomogramme est condensée a l'intérieur du triangle
formé par le point I et les points ou l'axe A rencontre Au
et Bo.

Presque toujours les valeurs des variables a associer sur
le nomogramme sont contenues dans une seule région. Il
peut toutefois se faire, en de rares occasions, que l'on ait a
associer des points appartenant a diverses portions du nomo-
gramme qui proviennent d’homologies différentes appliquées
a plusieurs parties d’'un méme nomogramme ayant, de l'une
a l'autre, des limites communes. Dans ces conditions, lorsque
I'on passe d’une portion a 'autre du nomogramme, le simple
alignement qui serait a considérer sur un nomogramme Con-
struit d’'un seul tenant, doit étre remplacé par une suile d’ali-
gnements se recoupant deux a deux sur les limites des por-
tions distinctes du nomogramme et formant ce qu’on peut
appeler un alignement brisé. Pour tracer un tel alignement
brisé, on peut avoir recours a cerlaines constructions qui se
déduisent des propriétés connues de l'homologiel. Nous
indiquerons dans une note additionnelle quelques exemples
ou de telles constructions seront effectuées.

8. — Pour compléter I'examen des procédés usuels de la
Nomographie, il nous reste & indiquer d’'un mot comment
on peut combiner la méthode des points alignés avec l'en-
chainement des nomogrammes tel qu’il s'est offert & nous
au n° 4. Si, en fait, les équations de disjonction obtenues
par l'introduction des variables auxiliaires ¢, ¢, (", ... sont
toutes du lype auquel s’applique la méthode des points ali-
gnés, on peut faire usage de ce mode de représentation en
adoptant les mémes échelles (¢), ou (£), ou (¢"), ... pour les

1 Bi de telles constructions étaient nécessaires en pratique, le meilleur moyen, pour les
effectuer, consisterait évidemment a avoir recours temporairement a un transparent en vue
d’éviter le tracé sur le nomogramme d’'un nombre excessif de droites auxiliaires qu’il pour-
rait étre difficiie de faire disparaitre aprc¢s usage sans risquer de détruire rapidement le

nomogramme.
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deux nomogrammes ou cetle variable auxiliaire figure en
commun. La courbe servant de support a une telle échelle
n'a d'ailleurs pas besoin d’étre munie de graduation. Pre-
nons, par exemple, deux nomogrammes partiels, I'un en z,
et z,, 'autre en z, et z,, reliés par une échelle auxiliaire ¢

(fig. 8). Les deux alignements a prendre doivenl couper

()

F’:’c;. 8'

I'échelle (f) au méme point. En d’autres termes, si l'on sup-
pose que le premier alignement coupe I’échelle (z) au point P,
on devra faire tourner la droite servant a prendre l'aligne-
ment autour de ce point pour obtenir le second alignement.
Pour cette raison le point P est dit le pivot de la lecture con-
sidérée et le lieu de ce point, c'est-a-dire le support de
’échelle (¢), la ligne des pivots ou la charniere*. Un exemple
d’un tel nomogramme se rencontrera dans la seconde con-
férence (n° 4). ‘

Enfin, dans certains cas, on peut relier un nomogramme
a entre-croisement a un nomogramme a alignement. Suppo-
sons, par exemple, que I'équation définissant le réseau (z;, 3,)
qui, combiné avec les échelles (z,) et (z,), constitue le nomo-
gramme a alignement d'une certaine équation a (uatre va-
riables, soit de la forme

uf(954) + v8(9a4) + h(‘?g‘g) =0. (9)

1 Au sujet des nomogrammes a multiple alignement, voir T. N., p. 213 et C. G. N., p. 308.
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Posant
t = o, , (10

nous voyons que les points (z,, z,) se confondent avec ceux
de I"échelle simple dont ’équation est

uf(t) 4 vg(t) + hit) = 0

ou, en coordonnées cartésiennes,

= ey Y
— h(t) %
— — 1 (t ‘

"= gl — W

Or tout systeme de courbes d'équation

U'lr — 26, ¥y— ()] =0 (11)

ld
A 4‘
LS
S
L)

Fig- g

est tel que la courbe cotée () passe par le point de 1'échelle
ci-dessus de méme cote ¢. Il suffitdonc de représenter I'équa-
tion (10) par un nomogramme a entre-croisement sur lequel
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le systeme (£) soit défini par I'équation (11) (qui peut, en par-
ticulier, se réduire a la forme & — £(¢) = 0, ou y — »({) = 0)
pour avoir une représentation de.I'équation donnée au moyen
de la combinaison du nomogramme & alignement (z,, z,, ?)
et du nomogramme & entre-croisement (z;, 24, £). Le passage
de l'un a l'autre résulte de ce que le point (£) du premier
doit se trouver sur le ligne (/) du second. La fig. 9 indique
la disposition d'un tel nomogramme.

En multipliant les alignements successifs, en substituant
des réseaux de points cotés aux échelles simples, en ayant
recours a4 des courbes moins simples que la ligne droite pour
établir la relation de position servant a guider la lecture sur
le nomogramme, en introduisant enfin des éléments mobiles
tels que ceux qui ont été envisagés a la fin du n® 4, on obtient
d’autres modes de représentation nomographique, applicables
a des équations renfermant un nombre de plus en plus grand
de variables et qui ont été étudiés par l'auteur dans ses
ouvrages précédemment cités. Mais les méthodes qui ont
été examinées dans cette conférence sont par excellence
celles qui servent le plus ordinairement dans les applica-
tions.

Note additionnelle sur les alignements brisés.

Considérons un nomogramme dont la partie utile est limitée .
par les axes Au et By, mais qui s’étend entre ces axes depuis —
jusqu’a -+ . Divisons ce nomogramme en trois, la partie moyenne
étant construite directement au moyen des équations de disjonc-
tion et d’ailleurs limitée a deux axes A" et A” paralleles a 1'axe
AB des origines. Conformément a ce qui a été vu au n° 7, nous
allons transformer homologiquement la partie située au-dessus
de I'axe A’ et s’étendant jusqu’a U'infini en prenant A" comme axe
de 'bomologie, 'origine O comme pole et le point I’ de 'axe Oy
comme correspondant du point a I'infini sur cet axe.

Pour construire les échelles sur cette partie transformée nous
allons chercher les coordonnées (x’, y') du point M’ correspon-
dant au point M de coordonnées (x, y) de la figure primitive.
Appelant { et £ les distances respectives du point I’ & lorigine O
et a 'axe A', nous trouvons facilement pour ces expressions

’ lx ’ Z,)
xT = . e .
h+y Y Ty

(12)
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De la méme facon transformons la partie située en dessous de
A", en nous donnant le point I” correspondant du point a U'infini
sur Oy.

[l reste a faire voir comment se construit 'alignement brisé
lorsqu’on passe de la partie inaltérée a la partie transformée du
nomogramme.

Remarquons tout d’abord que 'alignement déterminé par des
‘points pris sur deux des échelles (pomts déterminatifs) doit couper
la troisieme échelle (ou I'une des lignes du troisieme réseau) en un
point qui fait connaitre la valear de 'inconnue (point solutif).

De la, trois cas a examiner selon que les points déterminatifs
appartiennent a la méme partie du nomogramme (I}, ou a deux
parties contigués (II}, ou a deux parties non contigués (I11.

Cas [ : I’alignement est immédiatement déterminé sur une des
parties du nomogramme par les deux points déterminatifs et le
probléme se borne a obtenir ce que devient 'alignement apres

réfraction dans la par-

y tie contigué qui con-
tient le point solutif.
r Ce probleme revient
= tout simplement a celui
bien connu qui con-
3 "\ M

/ siste a trouver la droite
W — correspondant a une

b}
$ N
] Y droite donnée en vertu
T2 g I'h logie ci-des-
M, ;o A de omologie ci-des
/ . .
I sus définie. [.a droite

! primitive et sa trans-
2 formée se coupent en
: un point M, de l'axe
/ d’homologie A’ (fig. 10).
‘ En outre, si M et M’

sont deux points cor-

Fx'g.jfo respondants sur ces
droites, M appartenant

a la figure pr imitive et

M’ a sa transformée, la droite OM et la dr01te I'm joignant le
point I’ & la projection orthogonale 7,2 de M sur A’ se coupenten M.

Mais il est plus simple de tracer une fois pour toutes une paire
de droites correspondantes d et ¢’ paralleles a A', qui donnent
immédiatement une paire de points correspondants M et M/, ali-
gnés sur O, sur les deux parties de I'alignement brisé.

Avec cette construction, le mode de passage d’une région a
Pautre résulte de 'énoncé suivant : les deux parties de I’ alzgnement
brisé se rencontrent en un point de A' et coupent 0 et 0’ en des
points qui sont alignés sur O.
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‘as II: Les points déterminatifs sont un point M sur la pre-
miére partie du nomogramme et un point N’ sur la seconde. En
vue de construire I'alignement brisé MM N’ (fig. 11}, nous avons
a mener la droite MM joignant

le point M au point N qui cor- ' d

respond a N’ sur la premiere I

partie de la figure. Si la droite o g

I'N’ coupe A"en n, le point N CY o

est a I'intersection de ON' et de : N

la perpendiculaire élevée en n B y

a A L N .
Considérons la figure homo- L N Mo 2

thétique a celle qui est formée AN

par ces deux lignes, le centre N \ -.ny

de similitude étant en M et la oo

droite OI’ étant prise comme . NN

correspondante de nN. Pour NN

avoir la droite O,N, correspon- R

dant & ON’, nous n’avons qu’a Y

prendre le point d’intersection

"0, de MO et de la parallele n, O,

4 On et A mener la parallele O,N, Fra. 41

a ON’. Dans ces conditions, la g

droite MN, prolongée passerait

par N; elle fournit donc la premiere partie de ’alignement brisé
dont la seconde est donnée par M,N'.

Cas 111 : Les points déterminatifs N’ et P” appartiennent a deux
parties non contigués obtenues par transformation homologique
de la figure primitive. l.a partie moyenne est inaltérée et les
parties transformées sont l'une au-dessus de A’, 'autre au-dessous
de A" (fig. 12). ,

I et I” étant les points correspondant au point a I'infini sur Oy,
on trace I'N’ et I"P” qui coupent A’ et A” respectivement en n
et p. Les droites menées par n et p parallélement a Oy coupent
ON’ et OP" aux points N et P qui déterminent ’alignement non
brisé. Le probleme consiste a obtenir la portion M';M”, de cet
alignement compris entre les axes A" et A” et que completent les
droites M’y N’ et M" P” pour constituer 'alignement doublement
brisé P"M", M’ N/, .

Pour avoir la droite M'; M", il suffit de tracer une figure homo-
thétique par rapport au point O pris comme centre de similitude.
Prenons les points n, et p, divisant les segments On et Op dans
le méme rapport, tels, par conséquent, que les droites np et n, p,
(non tracées) soient paralleles. Menons ensuite par ces points des
paralleles & Oy, qui coupent ON’ et OP”en N, et P, respective-
ment. L'alignement cherché est 'homologue de la droite N, P,.
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Il est donc parallele a N, P, et se trouve entiérement déterminé
lorsqu’on a obtenu 'homologue d’'un point quelconque de N, P,,

. _p A)J

F;f x4

par exemple de celui H, situé sur Oy, qui est le point H a 'inter-
section de OH, et de la parallele a n, 11, menée par n.
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