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TRAJECTOIRES ORTHOGONALES 223

la projection du rayon de courbure de la chainette sur une
droite fixe est constante.

A chaque cas d'intégration on peut en faire correspondre
un autre par voie d’inversion, mais on ne peut appliquer ceci
qu'une fois, deux inversions se ramenant a une seule sulvie
d'une symétrie.

D’une facon plus générale, a chaque cas
on peut en faire correspondre une infinité a
d’autres, dépendant d’une fonction arbi- ‘
traire en donnant le lien des centres d’une
autre famille et en déterminant le rayon
du cercle en chaque point de cette courbe
par proportionnalité des rayons des cercles
aux rayons de courbure en des points ho- fig, 6.
mologues.

(C’est ainsi, par exemple, que la famille composée de cercles
de rayon constant dont le centre décrit un cercle nous donne
la famille de cercles de rayon proportionnel au rayon de
courbure du lieu des centres.

SUR LES TRAJECTOIRES ORTHOGONALES
D'UN SYSTEME DE CERCLES ET SUR UN PROBLEME
CONNEXE DE GEOMETRIE REGLEE

PAR

C. CarcLer, professear a I’'Université de Genéve.

§ 1. — Dans un article publié en 1913 par les Annales de
M. Teixemrat, M. Turrigre a résolu en coordonnées tangentielles
le probleme des trajectoires orthogonales des faisceaux de cercles
a un parametre variable. Il a consacré récemment a cette question
un nouvel article paru dans I'Enseignement mathématique?, en
étendant aux trajectoires de o' courbes quelconques la méthode
des coordonnées tangentielles.

1 Voir tome VIIl, Annaes da Academia Polytechnica do Porto.
“ Enseign. Math., tome XVI, 1914, p. 468.
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En dépit de son caractere de grande simplicité, ce probleme des
trajectoires d’une famille de cercles est trés intéressant, d’abord
parce qu’il se rattache de pres a la théorie de 1’équation différen-
tielle de Riccati, ensuite parce qu’il est lié a une foule d’autres
problé¢mes de Géométrie élémentaire qui paraissent au premier
abord en étre aussi éloignés qu’étrangers les uns aux autres. Parmi
ceux-ci je citerai les courbes de poursuite, les tractrices, les déve-
loppantes, enfin les trajectoires d’une famille de droites rencon-
trant les droites de la famille sous un angle donné variable de
I'une a 'autre.

Cette derniére question conduit, on le sait, a une équation dif-
férentielle de lagrange, elle-méme réductible aux équations
linéaires, et par suite, intégrable. Il paraitra singulier de la rap-
procher du probleme des trajectoires de cercles lequel dépend
d’une équation de Riccati et n’est intégrable que dans certains
cas particuliers. |

Mais I'intégrabilité dérive ici des circonstances qui font que, en
Géométrie euclidienne, les propriétés métriques des angles ne sont
pas comparables de tout point aux propriétés métriques des lon-
gueurs, ces dernicéres étant généralement plus simples. Pour faire
évanouir toute différence, et mettre en plein jour 'analogie pro-
fonde des diverses questions énumérées plus haut, il suffit de se
placer dans le domaine de la Géométrie riemannienne, autrement
dit il n’y a qu’a se transporter du plan a la sphere.

On sait avec quelle clarté apparait sur la sphere le fait de la
dualité : un méme élément se présente en effet tantot sous la
ficure d’un point, tantot sous celle d’un arc de grand cercle qui
correspond au point comme 'équateur au podle. [.a substitution
des coordonnées tangentielles aux ponctuelles n’est que le passage
d'un des points de vue a I'autre. LLa symétrie parfaite que mani-
festent, dans I'ensemble de leurs propriétés, longueurs et angles,
ne dispense naturellement pas de bien choisir 'inconnue d’un
probleme déterminé : c’est seulement 'aspect géométrique de
cette inconnue, qu'elle soit une droite ou un point, qui est chose
éminemment accessoire, quoique une des formes puisse s’oflriv
a I'esprit de maniere plus immeédiate.

En reprenant a mon tour le probléeme résolu par M. Turriere,
je veux donner un nouvel exemple de ces sortes d’équivalences
qui sont fréquentes en Mathématiques. Je transporterai la ques-
tion du terrain de la Géométrie sphérique a celui de l'espace
réglé de Lobatchewsky. Ce changement de point de vue est inté-
ressant par sa généralité; il me servvira surtout a attirer, une
fois encore, l'attention sur un résultat trop peu connu et qui
mériterait de devenir classique non seulement pour les idées
nouvelles et les facilités qu’il introduit dans ’étude des systemes
de droites euclidiens, surfaces, congruences et complexes, mais
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aussi en raison de I'importance acquise récemment par la Géo-
métrie non euclidienne dans la Physique de la relativité.

§ 2. — La propriété dont il s’agit ici se résume en deux mots en
disant que la Géométrie réglée de Lobatchewsky est identique
avec la Sphérique ordinaire, pourvu qu’on considere la sphere
comme renfermant non pas simplement une double infinité de
points réels mais une quadruple infinité de points imaginaires.

Sans énumérer en détail les raisons d’'une semblable extension,
bornons-nous a rappeler qu’'une droite x de ’espace non-euclidien
possede trois coordonnées complexes x,, 4,, x, vérifiant’équation
(xzx) = 1. Les quantités complexesz;, dépendent des coordonnées
réelles de Pliicker dont la formation est bien connue et n’a pas
besoin d’étre rappelée; le changement simultané du signe des
x; redonne la méme droite décrite en sens contraire.

Le second point qu’il faut relever est de nature géométrique ; il
définit, pour la droite dans I'espace, une dualité d’un genre par-
ticulier. En voici le caractére. Au lieu de regarder une droite
comme un élément d’espace, unique et indécomposable, il est
loisible de la considérer conime formée du concours d’une infi-
nité d’autres droites qui rencontrent la premiere sous un angle
droit. _

De méme que 'axe d’un cylindre en détermine les rayons, de
méme la droite primitive et la congruence des normales dontelle
est 'axe se déterminent réciproquement ; axe et congruence
peuvent donec étre confondus, ou plutdt réunis, dans une seule
notion nouvelle qui est pour nous la droite.

Je rappelle encore la signification de l'invariant (2y) relatif &
deux droites et celle de leur produit extérieur [xy].

Nommons # la plus courte distance entre les deux droites,
comptée positivement, et « 'angle de ces droites; pour obtenir
cet angle avec précision, il faut placer un observateur sur la per-
pendiculaire commune, les pieds en x, la téte au dela de y. L’angle
polaire « est alors celui dontil faut faire tourner la droite x autour
de I'observatcur, dans le sens positif des axes coordonnés, pour
que x soit caché par y.

Soit maintenant o la quantité complexe m —a 4 B/ qui définit
completement la sitnation relative du couple 2, y dans I’espace ;
soit encore z la perpendiculaire commune, tirée de 2 vers y. Nous
avons alors

(xy) = cos w , et [xy] = z sinw

o . . T 9 D %, .
! Cette notation signifie (xx) = x + xz + x; De méme, si deux vecteurs x et y ont res-
v ] 4 v Y > A 1’4 » \. A s 1 v
pectivement pour coordonnées x,, x,, &y, et y,, ¥,, Ygs J'écris (xy) pour représenter le pro-

duit intérieur, [xy] pour le produit extérieur. J'emploierai couramment les lettres z, Us By v
pour désigner des vecteurs, réservant les letires a, b,... I, m,... pour ‘les quantités scalaires.

I’Enseignement mathém. 17¢ anndée; 1915. 15
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formules identiques & celles de la Géométrie ordinaire, a cela pres
que 'angle w est désormais complexe et remplace deux données
géométriques.

La seule formule (zy) = cos w fournirait immédiatement l'inter-
prétation géométrique des coordonnées x, x,x, d'une droite quel-
conque, relativement au systeme de référence OXYZ; il suffirait
d’appliquer la dite formule au cas ou le vecteur y a ses coordonnées
nulles, a 'exception d’une seule qui serait parallele a I'un des axes.
Inutile de développer les résultats, fort simples, et que nous n’au-
rons pas a employer; en revanche il convient de remarquer,
comme se déduisant immédiatement de ce qui précede, la regle
que voici pour la détermination paramétrique de la congruence
d’axe a.

Sideuxdroites a, et a, se rencontrent sous un angle droit et que,
par suite (a,a,) = 0, la droite @ déterminée par la formule vec-

torielle
a == a;co0s w + az sinw

coupe a angle droit la perpendiculaire élevée sur les deux autres
en leur point de rencontre. l’équation précédente représente
ainsi un des éléments de cette perpendiculaire commune ; la dis-
‘tance § et 'angle & qui séparent cet élément de la droite @, appar-
tenant au couple donné se tirent de la condition

a+pBi=uw.

Je mentionnerai enfin une derniére conséquence, également fort
simple, des quelques équations que nous venons d’écrire.

Soit une droite mobile x(¢), qui décrit
une surface réglée, quand on fait varier le
parametre réel ¢ dont elle dépend. Soient
encore C le point central de la génératrice
2, S le lieu des points centraux, c’est-a-
dire la ligne de striction de la surface

réglée.
On montre facilement que, dans ces con-
. n p 1 dx . .
ditions, la droite 2 = - —7» ou l'auxi-
P

% liaire ¢ doit vérifier la relation évidente

. dx dx , .
Fig. 1. ¢ =\ 9777 ) > représente la perpendicu-

laire élevée par le point central a la surface
réglée. Cette ligne que j'appellerai souvent la normale centrale
est perpendiculaire a la fois a la génératrice et a la ligne de stric-
tion ; dans le cas particulier ou 2 enveloppe la ligne de striction,
en décrivant la développable dont cette courbe est ’aréte, la nor-
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male centrale se confond simplement avec la normale principale
de cette aréte.

En méme temps que la normale centrale nous rencontrerons
encore la tangente centrale; cette nouvelle droite y forme avec la
génératrice et la normale centrale la troisiéeme aréte d'un triedre
trirectangle. Elle est donc placée dans le plan tangent, passe au
point central, est dirigée a4 angle droit sur la génératrice, et a
pour représentation analytique

- dx

§ 3. — Le probleme que nous avons a résoudre est le suivant :

Soit une droite mobile u(t) qui engendre une surface réglée S.
Avec une ligne x, perpendiculaire sura, on demande de construire
une nouvelle surface'l’, de telle maniere que la normale centrale de
cette surface T presente une disposition donnée avec la généra-
irice u.

Il faut, autrement dit, que la distance et 'angle des deux droites
en question, normale centrale et génératrice, soient égaux a deux
fonctions g(¢) et «(¢) données a priori.

Nous emploierons, dans toute la suite, les équations vectoriel-
les, qui nous dispensent de mentionner les indices 1, 2, 3 dont les
lettres x, «, [2u]... devraient étre affectées pour représenter les
coordonnées des diverses droites de méme nom. Nous poserons
en outre

y =

O -

w=ua-4+ 5, cos w = f(t) , sin w = gl(¢) ,

ces deux fonctions fet g, qui sont les données, vérifient donc la
relation /* 4- ¢* = 1; elles sont ordinairement complexes.
Des remarques qui terminent le para-
graphe précédent, les équations du pro- x
bléme se déduisent a I'instant : ce sont

(ru) =0,

x { 1)
T= el + ey f

U

o | e

&g

& "‘D.,\

La premiere traduit la condition pour
la rencontre a angle droit des généra- [,I/(,(,J
trices correspondantes x et w«; pour
trouver la seconde, il suffit d’interpréter Fig.
par 'analyse le petit croquis ci-joint.

Remarquons que les quatre équations contenues dans le systeme
(1) renferment aussi quatre inconnues, a savoir v, , ,, 2, et auxi-

2,
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liaire 9. Si on multiplie la seconde relation par x et qu'on forme

le produit intérieur <Jz’ %) , 1l vient

1 dx ;
o <x W) = g(¢) (xxu) + f(t)(xu) =0 .

dt
x représente une droite, la constante doit étre égale a I'unité. En
résumé, la question se ramene a déterminer celles des solutions
du systeme (1) qui donnent (xx) =1, ou 2} 4 2] 4 22 = 1.
Réunissons le facteur f(¢) avec 'indéterminée g, et remplacons
gt
f(t)

apres ces simplifications, & résoudre un systéme de la forme

dx . ., .
On a donc <x —— ) =0, ou bien, en intégrant, (zx) = const. Mais

le quotient

= (gw par la notation abrégée 4(¢). Nous aurons,

, 1 d.
(xx) = 1, (xu) = 0, —~ %7: = hlxu] + u . (2)

\

Différentions deux fois la seconde de ces formules en rempla-

cant toujours -7 bar sa valeur tirée de la troisieme, il vient

(xu) =0, (x’) = — ¢, (xu") + (2'0) = — %Et . (3)
Mais, en portant dans (2'«') la valeur &’ = g;f tirée de la troisieme

formule {2), 'expression subit une série de transformations

— (2'v) = h(xud’) + (wu’) = h(xuw’) = h(x[ud']) .

Voici donc, en résumé, le systeme a résoudre

X1y - XUy + 25uz —= 0, \

14 14 4
x u 4 a,u, + rU, = —p, (4)
. no , . do :
31%”1 + ohfuu ‘1§ + .= — -(7‘2

Pour le résoudre commodément nous supposerons que la va-
riable ¢z, dont le choix est arbitraire, a été déterminée de maniere
\ P . ) vy ooy 2 12 LN “
a satisfaire la condition (v'v') = u 4 v, 4+ u, == 1. 1l est vral
que nous laissons ainsi de cd0té le cas exceptionnel pour lequel
(¢'e') = 0, et que, en outre, la variable ¢ cesse d’étre réelle pour

devenir complexe. Le premier inconvénient pourrait étre facile-
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ment évité au prix de quelques longueurs; il n’y a pas a s’arréter
au second, car il ne faut pas perdre de vue que le lieu de cette
variable n’est jamais le plan complexe dans son entier, mais seule-
ment une ligne de ce plan. Admettons donc que (u'«') =1, et
n’oublions pas qu’on a aussi () =1 .

On tire de la par la différentiation

(ww’y = 0 (wu") =20, (ww") = —1;
or le vecteur U = [«"u] vérifiant aussi les équations
(wU) =10, (W"U) =0,
il en résulte que, sauf un facteur, il doit coincider avec ', ainsi
[w'u] = yu' ;
ce facteur de proportionnalité y est égal au déterminant

Yy = (¢ [u"u]) = (wu"u") ;

d’autre part, en élevant au carré le déterminant (w«'u”) par la
regle ordinaire, et profitant des relations entre «, «’, ", nous avons

(ww) (w'u) (ur') {
v = | {uw’) (et (wu")y | = («"u") — 1
wu" u'u” w"u |
)

(C’est cette constante y, laquelle est ordinairement complexe,
(quon peut nommer courbure complere de la surface réglée S, a
cause de son identité avec la courbure d’une courbe plane de coor-
données réelles w,, u,, ,; nous en avons établi ci-dessus plu-
sieurs expressions équivalentes. ,

Revenons au systeme (4); il est clair que son déterminant vaut

(ue’n") 4 ho([uw|[uu’]) , soit, y 4+ hp .

D’autre part, les mineurs relatifs aux éléments «” et «’ valent
respectivement [«u'], et '

[W'u] + hou' = (y + he)d .
Voici done la solution cherchée

E == — 47 ax] de

Sy )

[
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portons cette valeur dans la coundition (zx) =1, il vient pour
I’équation différentielle que doit vérifier 'inconnue ¢

. dp\? 1
1 = o2 ey -
e <dt> (y 4 hp)?
ou encore

do .
=0+ h) YT—¢ . (6)

Et pour faire apparaitre ’équation de Riccati d’ou dépend la

solution, il suffit de poser ici
1 — 32
O = m—
v

r+

§ 4. — Interprétation du probleme dansle plan de Lobatchewsky.
Il s’agit maintenant de bien mettre en évidence les points de con-
tact que présente le probleme résolu plus haut pour l'espace ré-
glé avec celui des trajectoires orthogonales des systemes de cycles.
Les cycles du plan de Lobatchewsky offrent une grande variété de
formes quand on veut les considérer sous le double aspect ponc-
tuel et tangentiel et, par suite, le probleme des trajectoires donne
lieu a des variantes multiples. Mais pour les énumeérer toutes, il
suffira de passer de '’espace réglé au plan en imaginant, pour les
positions des droites variables z et «, senlement deux possibilités :
tantot ces droites appartiennent au plan de la figure, tantot elles
lui sont perpendiculaires. Dans ce dernier cas, la droite est figurée
dans le plan par sa trace qui est un point.

Onremarquera que,quelle que soit celle des situations qu’occupe
la droite mobile relativement au plan, qu’elle y soit contenue ou
lui soit perpendiculaire, la normale centrale fait toujours avec le
plan un angle droit ou nul. Quand la normale appartient au plan,
elle est centrale soit a I’enveloppe de la droite mobile x, soit a la
base perpendiculaire du cylindre engendré par cette droite. Le
seul cas ou elle soit perpendiculaire au plan est celuiou la géné-
ratrice &, située dans le plan, admet une ligne de striction réelle :
la normale centrale, figurée par sa trace, coincide alors justement
avec le point central.

De toute maniere, il faut, pour la possibilité du probleme, que
Iinvariant cos(a 4 8/ qui détermine la position de cette nor-
male centrale par rapport a la génératrice « de la surface S soit
réel ou purement imaginaire. Dans le premier cas, § est nul et &
quelconque; dans le second, a = 90° et  est quelconque.

Il est évident que 'imaginaire, quand il apparait, s’élimine a la
fin du calcul; mais au lieu d’entrer dans le détail de ces compen-
sations nécessaires entre quantités réelles et imaginaires, je me
bornerai a transcrire les formes différentes que revét le probléeme
suivant la signification des symboles 2 et «.
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1° Soit «(t) un point, x une droite (fig. 3). La condition (zu) =0
montre que la droite doit contenir le point. Sila droite posséde une

enveloppe réelle E, g—g—% en est la normale élevée par le point de

contact.
D’aprés 'énoncé du probléme il faut que la normale, ou, ce qul
revient au méme, le point méme de contact y, se trouve & une dis-

tance donnée » du centre u.

La courbe E coincide donc avec la trajectoire du cercle mobile
dont le centre est «(f) et le rayon r(¢). On remarquera que c’est en
prenant pour inconnues les eoordonnées tangentielles z que 'on
est conduit au systéme (1), puis 4 I'équation de Riccati (6).

) w

/
T

Fig. 3. Fig. 4.

L o = - ma—— -

9!

N
5
[

2° Soit «(¢) une droite,  une autre droite (fig. 4); la condition
(zu) = 0 exige qu’elles soient rectangulaires. Si, comme dans le
cas précédent, la ligne x enveloppe une courbe, les conditions du
probleme expriment que le point de contact est a une distance
donnée r(¢) de la droite «(¢). On a donc affaire ici aux trajectoires
orthogonales d’'un systéme de o! équidistantes' ayantles diverses
droites « () comme bases et 7 (¢) pour rayons. lci encore x repré-
sente la vraie variable de la question.

3° Ce cas est identique au premier, sauf que la droite z, au lieu

5
G W
C
C W
/ X T / X
Fig. 5. | Fig. 6.

d’envelopper nne courbe réelle, possede une ligne de striction. Si
'y P b4

: 5, 8 .., 1 /d , . :
telles sont les conditions, la quantité — (7’;) désigne le point cen-

tral; d’aprés la nature du probléme, il faut que ce point central

1 Je préfére cette locution plus significative que celle d’hypercycle en usage.
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soit a une distance donnée du centre «. La question se rameéne
ainsi a placer sur chaque droite w un point C, de telle maniere
que le rayon mobile Cu ait justement son point central en C (tig. 5).

4° Méme probléme que le précédent en remplacant simplement
le systeme de w! cercles par un systeme analogue de ! équi-
dlstantes (ﬁg 6).

5° Le cmqmeme cas peut s’appeler le probleme de Lagrange; il
correspond & la supposition que xx est un point, et non une droite,
comme dans les probléemes précédents. Au lieu des coordonnées
tangentielles employées jusqu'a présent vont intervenir les coor-
données ponctuelles du lieu cherché (fig. 7).

Entre I’élément x et I’élément w«, nous
avons toujours la relation d’orthogona-
lité (xu) = 0; or x étant un point, cette
condition ne peut étre vérifiée que si u
est une droite et celle-ci doit contenir

. 1d .
le point. De plus — (—jf représente la nor-
Fig. 7. p at

male élevée a la trajectoire du point 2
la condition d’invariance, qui est celle du

probleme, indique que cette trajectoire E rencontre les droites du

Jaiscean donné u sous un angle connu, variable d’une droite a
lCautre.

- Nous savons que, dans ce cas, la vraie variable du probleme
se rattache au point de vue ponctuel; le choix des coordonnées

ponctuelles s'impose; il meane tout droit al’équation différentielle
de Riccati (6).

§ 5. — Une question se pose encore. Sous quelle forme se pré-
sente la solution, par exemple dans le cas des trajectoires des
cercles, si on prend pour variables les coordonnées du point de
contact? Ce point de contact a pour image, dans Pespace réglé,
la droite que j'ai nommeée plus haut la tangente centrale et que je
désignerai par la lettre y.

LLa tangente centrale est, nous le savons, la perpendiculaire
élevée a la géneératrice, par le point central et dans le plan tan-

. ) . 1 dx
gent ; elle a pour coordonnées 'expression y — — [x R—tJ Il est

. . 1 dx
clair que si la normale centrale——*——- possede, par rapport a la

droite donnée «, un invariant de p051t10n égal a f(t) = cos (a 4 /B3),
la tangente centrale y aura de son co6té, relativement a la méme
droite, un invariant égal a g(¢) = sin (« 4 f). Ainsi donc, sa re-
présentation paramétrique en u« et [zu], analogue a la seconde
formule (1), sera donnée par I'équation

y = —f(t)[xu] + g(t)u 3 : (7

N
~—
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nous avons & établir I'équation différentielle que vérifie cette
quantité y. I’élimination de la variable 2 entre la for‘mule (7) ci-
dessus et le systeme (1) est pénible si on I'entreprend directement;
nous arriverons plus rapidement au but en procédant comme suit.

: dx : R

On a évidemment (zy) =0, et (g/ W> = 0. Or, si on dillé-

rentie la premiére de ces formules, il vient par comparaison
<x —dl> — 0. Ayant ainsi

dt
dy\ _ cdy
<-”;7z>—0’ (ﬁ"gz)—o
dx dx\
(x;z;)*o’ <~’77>—0

on voit, ce que d’ailleurs la géométrie montre immeédiatement,

d * . ‘
Zl—)t- différent I'un de Vautre seulement par un facteur

et

dx
que —%- et
scalaire.

D’autre part, nous avons

1 dx o /u i

T ft)u + g(t)[xu] :%<‘; — 3'> — h<7}; - y) ;

o o

donc enfin les équations différentielles cherchées ont la forme

dy u .
#=ob—%) v

il y faut joindre les formules complémentaires
) =1, et pu=g. - (9)

L’interprétation de ces formules (8) et (9) dans I'espace euclidien
est immédiate; elle montre directement que le probleme posé est
celui des trajectoires orthogonales d’une famille de cercles appar-
tenant a la sphére-unité. '

La seule question intéressante pour nous concerne la relation
qui existe entre la nouvelle inconnue ¢ et 'ancienne inconnue ¢;
c’est, nous le savons, 'emploi de cette derniere qui réduit le pro-
bléme a une certaine équation de Riccati.

Pour obtenir la correspondance, différentions la formule (9) soit
(yu) = g; nous avons

bu') + ('u) = 5",

) \ : , . d *
c’est-a-dire, en vertu de I’équation (8) pour y’ ou d—l
/?

(w) =g +o— ; (10)
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et le probléeme se réduit essentiellement a exprimer le premier
membre (y«') en fonction de la variable .

Or, puisque (xy) = 0 et (z/ Cgf-): 0, y=—24 [:r %—f—} ; mais, en

élevant au carré, (yy) doit se réduire a I'unité. On conclut de la

dx dx
Q ——— S i ———— .
A(dt dt>_1’

puis en vertu de la troisiéme formule (2),

AoV1 A =1, ou lo=Ff,

= £]e%).

D’apres cela, la quantité cherchée se présente sous la forme

Uwzrgqx%quzgwwm. (11)

Il reste & exprimer le déterminant (#2’«’) en fonction de ¢. Ad-
mettons de nouveau, pour simplifier, que la variable ¢ vérifie la
condition («'u’') = 1, et élevons au carré le dit déterminant.

En tenant compte des conditions

.ou encore

(x2) =1, (ea)=0, (eu)=—¢,

dont la derniéere est empruntée au tableau (4), il vient

1 0 —op
(xx'u’)? = 0 m | =m (1 —¢?) — 3.
—p 0 1

Les abréviations m et d désignent ici les combinaisons
m = (x'x’) , et 0 = (x'u’) ;

c’est elles qu’il faut encore exprimer en g. .
La transformation est rapide; car le systéme (2) donne immé-
diatement

(x'x”) = p* (1 + ) = L.
d’autre part, d’apres I’équation (3),
8 = (¢'v) = — =& — (au")

tandis quer (5) nous donne (xu") = - 1
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En résumé nous avons

o d — hp d
m'—_— 0 —= — —|— P i )
VA Y+kP dt =y -+ ho dt

ou encore d’aprés I'équation de Riccati (6),

Enfin

ct, en portant cette valeur dans (11)

(u') = YT — ¢

Ce résultat nous donne la relation (10) cherchée entre o et @
sous la forme

’

o= hy/T 7 — &

(12)

Portons en dernier lieu cette valeur dans 1'équation différen-
tielle (6) ; nous obtenons la transformée telle qu’on l'etit obtenue
en employant, pour résoudre le probleme, les coordonnées ponc-
tuelles y de la formule (8). Elle affecte la forme

d .
= =P(s) + Qs

ou P et Q désignent deux polyndmes du second degré.

Si on avait formé directement cette équation a l'aide du systeme
(8), rien n’aurait indiqué la propriété caractéristique qu’elle pos-
sede de se réduire a ’équation de Riccati par la substitution

2z
Q(G) = m )
des calculs pénibles seraient méme nécessaires pour faire appa-
raitre ce caractere qui n’appartient pas, cela va sans dire, a toutes
les équations du type précédent.

En résumé, dans le cas de ’espace réglé, notre probleme se pré-
sente d’'une maniére plus simple quand on choisit pour variable
la génératrice =, plutéot que la tangente centrale y, de la surface
a déterminer. C’est pour les mémes raisons qu’il faut préférer le
point de vue tangentiel au ponctuel dans les quatre premiers cas
du probleme des trajectoires, et le ponctuel au tangentiel dans le
cinquieme.
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§ 6. — Les trajectoires orthogonales d’une famille d’horicycles.
Parmi les familles des différents cycles dont on peut étre appelé
a chercher les trajectoires orthogonales, un cas a été omis, celui
d’'une famille composée d’horicycles. Ce cas doit étre traité a
part; il présente en effet des particularités qui méritent de retenir
Iattention, et qui font de ce probleme des horicycles beaucoup
plutot un cas singulier qu’un cas limite du probléme général des
cycles. :

Pour s’orienter il convient tout d’abord de reprendre, par une
nouvelle marche, le cas général, en retenant seulement de la dis-
cussion précédente l'idée que la variable naturelle de la question
est la tangente a la courbe cherchée, non le point décrivant.

Soient y,, v,, ¥, les coordonnées, réelles ou purement imagi-
naires, d’'un point du plan de [.obatchewsky, «,, «,, u, celles du
centre d’'un cycle variable; I’équation de la famille est donc

(uyy =r, ou )y + ugye + ugry —=r

l.e parametre r dépend de la méme variable ¢ que le centre « de
notre cycle; le cycle lni-méme est un cercle ou une équidistante
quand on a («w«) — 1, il devient un horicycle quand («u) == 0.

Dans les trois cas, les coordonnées de la normale 2 menée au
cycle satisfont la condition

Uy + ugrs + ugxrg = (ux) = 0 .

Prenons deux cycles infiniment voisins appartenant a la famille,
menons-leur deux normales infiniment rapprochées; le point de
croisement de ces normales est donné par la formule

1 ra’x]
A T
"dx dx

Mais comme le point de rencontre doit appartenir au cycle (vy) =r,

et 'on a

. 1 dx
il faut encore que —P—<u.z Zi_t_> =

Voici, en résumé, le systeme a résoudre

(xx) = 1, (xu) =0,

1 /dx dx _ " dx (13)
ot \dt dt )T A ) =

Ce systéme doit se ramener au systeme (1), comme il est d’ail-
leurs aisé de le faire voir.
Supposons en effet que les trois vecteurs &, «, [x«] soient liné-
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airement indépendants; en désignant par [, m, n trois quantites
scalaires inconnues, on peut toujours écrire, dans cette suppo-
sition,

1 dx

— — = lx + mu + nf[xu] . (14)
p di ,

Il ne reste plus qu’a déterminer les facteurs /, 7, n de maniere
que le systéme (13) soit vérifié.
Mais en portant la valeur précédente dans le déterminant

<ux %‘?), on trouve n — r. En la substituant dans I’équation

Ld (o deN
—2" T{—t- (.'Zf.x) = x dt — )

dr dx

. . 3 1 1
il vient / = 0; enfin pour satisfaire ? (—d—[ 5

> — 1, il faut que

m? 4+ n* =1, c'est-a-dire m = ‘/1 B
En résumé les équations restantes, a savoir (wu) = 0, et (14),
reproduisent purement et simplement le systéme (1), la méthode

actuelle n’est qu’une variante de l'ancienne.
On peut se demander si I’équation (1), ou

1 dx , :
—g— a7 =8 lxu] 4+ fu ,

continue d’étre valable dans le cas de l'horicycle; il est facile de
voir qu’il n’en est rien, car I’équation ci-dessus, dans le cas dont
. . . : - 1 /dx dx
il s’agit, est incompatible avec la condition — (E? — ) =1
e
En effet, comme on a maintenant (««) == 0, on en tire

([xu][2u]) = (2x)(we) — (xu)? =0

et par suite, quels que soient fet g,

1 dx dax 0
ot \dt dt )

i

ce qui est impossible. [.a raison pour laquelle la méthode géné-
rale tombe ici en défaut réside dans le fait que les trois vecteurs
x, u, [zu]lne sont plus linéairement indépendants, le déterminant

d.’L‘ ) y s ’ . \ 4 =
xu — ), ou (lru]{zu]), s’étant réduit a zéro, comme on vient

de voir. De toute maniere la méthode applicable a 'horicycle

doit s’écarter sensiblement de celle qui suffisait pour les autres
especes de cycles.
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Pour trouver les modifications nécessaires remarquons que les
quantités ,
(wluw’]) et (e [ww])

sont nulles I’'une et I'autre, et que, a cause de la supposition ac-
tuelle, («u) — 0; ainsi nous avons

(wu) =0 et (@u) =0 .

De la résulte immédiatement que le produit extérieur [uu'] est
proportionnel a «, ou que, autrement dit, [«u'] = su; et il est
facile de reconnaitre que le facteur scalaire s est, en général,
différent de zéro.

.y . dx
Cela posé, je dis que les trois vecteurs «, «’' et 2’ — —7 forment

un systéeme indépendant. En effet I’hypothese contraire

(wt/’x’') = ([uw']a’) = s(ux’) = 0,

donne («z') == 0, donc aussi, a cause de — lux) =0, I'équation

(r«") = 0. Rapprochons alors les relations
(xu) =10, (xu’) = 0 ,
des suivantes que nous savons exister
(ww) =0, (ut') = 0,

la comparaison donne £ = mu, chose impossible, puisqu’il s’en-
suivrait
’ (xx) == m*(uu) = 0, au lieu de (xx) == 1 .

Les vecteurs u, «', 2" sont donc nécessairement indépendants,
et nous pouvons écrire avec trois facteurs indéterminés

x = mu 4+ nu’ + px’ . (15)

Portons cette valeur dans le systeme a résoudre soit (13).

Il faut d’abord que («ux) =0, c’est-a-dire p(ux’) = 0; mais il
vient d’étre établi que (2'«) ne peut étre nul, donc p = 0.

Substituons, en second lieu, la valeur (15) dans la formule
(xx) = 1, nous avons n?*(u'«’) = 1. Si donc la variable ¢ a été
choisie, comme plus haut, de maniére que («'v’')=—=1, on a
n— -1, ou plus simplement n == 1, en changeant s’il le faut le
sens de la droite .

Les diverses réductions précédentes ramenent (15) a la forme

x = mu 4+ v, (16)
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d’ou l'on tire par différentiation .
dx ‘ o
g’ = — = m'u 4+ mu’ 4+ " (17)

. ) ) dx
transportons. ces expressions dans le déterminant (ux = du

tableau (13), elles donnent
ro = (au’u") = ([uu’]u")

De la diverses conséquences. Qu'on éleve d’abord au carré,
par la regle habituelle, ce déterminant (uu'u"), il se présente sous
la forme

0 0 —1
(wu'u")? = 0 1 0| =—1,
—1 0 (uu")
ainsi donce (we'u") = 4= ¢; il suffit d’ailleurs de changer, si besoin

est, le sens de la droite « pour pouvoir écrire (ww't") =1¢.

Nous savons encore que [uw’']=su ; donc, d’apres ce qui précede,
D= ([er]u") = s(uu") = — s('v') = — s,

et enfin s = — .
Nous venons de voir, en résumé, que la quatrieme équation du
systeme (13) se réduit a

La seule formule de ce tableau (13) qui reste encore a satisfaire
par les équations (16) et (17) est la troisiéme, c’est-a-dire

. . 1
('x") = o? , soit (x'x’) + == 0.
Elevons au carré I'expression (17), nous aurons
m?(uu) 4+ m?(u'v’) 4+ (w"u") = 2mod (wd’) 4+ 2m (wu)

1
+ 2m(u'u") + - = 0,

soit, toutes réductions faites parle moyen des identités (uu) =0,
(W'u') =1,

dm : 1
- = m? - (u"u") —{—? . (18)

2

Telle est 1'équation de Riccati qui fournira dans le cas des
horicycles la solution du probléme proposé. Je n’en pousserai
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pas plus loin la discussion; la suppression des imaginaires par la
mise en évidence des coordonnées réelles de Lobatchewsky n’offre

aucune difficulté et m’écarterait des questions que je voulais exa-
miner ici.

§7. — Le probleme des développantes. l.e probléme général
des trajectoires des systémes de cycles présente deux cas parti-
culiers sur 'un desquels il n’est pas inutile de nous arréter un
instant. Ils correspondent, dans les équations (1), aux hypotheses
flt) =0, 0ug(t) =0.

La premiere de ces suppositions n’est pas intéressante, le pro-
bleme s’interprete aisément et se résout sans aucune intégration.
La seconde hypothése, sous 'une de ses formes, est équivalente
au probléme des développantes.

Si g(¢) =0, le systéme (1) se présente sous une forme bien
connue

dx;
dt
Uy ~F gy + tzry — 0

— P i=1,2,3 (19)

et I’équation correspondante de Riccati prend la forme suivante,

o
h — £ étant ici égal a zéro,

f

la question est ainsi toujours réductible aux quadratures.

Il est d’ailleurs préférable d’éviter I'équation de Rlccatl et de
procéder plus directement comme suit.

Prenons la relation («x) = 0, différentions-la trois fois de suite

. d
en remplacant toujours —d% par gu : nous obtenons de la sorte

quaire équations linéaires relativement aux x et a ¢. Il suffira
d’éliminer entre elles les quantités 2 pour obtenir I'équation
différentielle relative a g ; cette équation, du second ordre, admet
une intégrale premiére connue, a savoir la relation

2 2 2 () —
x, + x, + x, = (xx) = const ,

dans laquelle les « devront au préalable étre remplacés par leur
valeur en ¢ .

Dans ces conditions le probleme est sirement réductible aux
quadratures, ainsi que nous le savions déja; mais, de plus on d¢é-
duit de son caractere de linéarité le résultat que voici :
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Si'y, et z, sont deux solutions des formules (19), toutes les autres

sont données par la relation
x, = ay, + bz,
ow a etb sont deux constantes quelconques.

Or (xz) doit étre égal a 'unité : de la cette autre conséquence :

Siy, et z; sont deux solutions du probleme, le produit scalaire
(yz) =y, 7, + vo7, + Yy37, est une constante.

Tous ces résultats sont bien connus dans le cas des dévelop-
pantes, probléme avec lequel le notre se trouve en fait coincider.
En voici la preuve.

1° Si, dans le probleme de Lagrange, on suppose droit I'angle
sous lequel la trajectoire cherchée doit rencontrer le faisceau des
droites données, on tombe immédiatement sur le probléme clas-
sique des développantes. La méme chose aurait lieu si, dans le
cas (2) du § 4, nous faisions nul le rayon de 'équidistante mobile
dont il faut chercher la trajectoire. Dans cette interprétation, la
relation (yz) == const. montre que deux développantes différentes
de la méme courbe sont en méme temps des lignes paralleles.

2° Transportons-nous du plan non-euclidien a I’espace de L.obat-
chewsky, et considérons la surface centrale d une surface réglée,
c’est-a-dire le lieu de ses normales centrales. Le probléeme se
transforme; il consiste maintenant a déterminer une surface
réglée x a partir de sa surface centrale supposée connue.

L.es équations, identiques a celles des développantes, sont
toujours consignées dans le tableau (19). Par suite si y représente
une premiere surface intégrale, toutes les autres surfaces inté-
grales x se déduisent de la premiére par les relations

(xy) = a , (xu) = 0 , (xx) =1
[La constante a peut étre quelconque, réelle ou imaginaire :
il existe donc «® surfaces réglées possédant la méme surface cen-
(rale. En outre, d’apres la signification de l'invariant (zy), les
geénératrices correspondantes de deux de ces surfaces forment un
angle constant et sont a une distance invariable U'une de Uautre.
Toutes ces propriétés, nullement évidentes dans ’espace ordi-
naire, deviennent intuitives dans 'espace de Lobatchewsky. C’est
un nouvel exemple de la simplification qu’offre le passage par la
Géométrie non-euclidienne pour résoudre certains problémes de
Géométrie ordinaire. Je me dispenserai de chercher ici la forme
la plus simple pour la solution du probleme en Géométrie eu-
clidienne.

3° Les mémes équations différentielles (19) se rencontrent encore

quand on cherche a résoudre, pour le plan de Lobatchewsky, la

L’Enseignement mathém., 17¢ année, 1915. 16
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question suivante. Etant donnée une courbe réelle S, construire un
faisceau de droites dont cette courbe soit la ligne de striction.

Ce probleme n’est qu’un cas particulier du précédent. Pour le
déduire de ce dernier, il suffit d’'imaginer des génératrices u per-
pendiculaires au plan de la figure par les divers points centraux
qui forment la courbe S, tandis que le faisceau cherché doit étre
formé exclusivement de droites # appartenant au plan.

Il est clair, d’apres cela, que si on possede une premiére solution
du probleme, on aura toutes les autres en faisant tourner d’'un
angle constant quelconque les génératrices mobiles autour de leurs
centres respeclifs.

Quoique ce dernier probleme ne soit qu'une dégénérescence du
précédent, il n’est toutefois pas hors de propos de montrer
comment on retomberait sur le systeme (19) en procédant par
une marche directe, moins élégante et moins expéditive, a coup
sur, que celle du début de ce paragraphe. Mais afin d’éviter la
dissymétrie que présentent les coordonnées réelles de [.obat-
chewsky je me placerai ici dans le plan de Riemann.

Soient donc
X, = u;cosr 4 x;sinr, (1 =1,2.3) (20)

les équations paramétriques de la droite mobile. Ainsi « et x dé-
pendent d’'une variable ¢; # désigne un point, « une droite menée
par « et perpendiculaire a la droite X, et 'on a {vx) = 0. Quant a
r ¢’est le parametre qu’il faut faire varier pour que, la droite X
restant fixe, le point X représenté par les formules (20) décrive
précisément cette droite.

Cela posé, on démontre facilement que la condition pour que «
soit justement le point central de la droite mobile s’écrit

d?cldztl + dx,du, + dxdu, = (dxdu) = 0 ;

il faut toujours joindre a cette condition celle d'orthogonalité, ou
() = 0.
Pour vérifier ce systéeme

(dxdu) = 0 , (xu) =0, (xx) =1, (21)

faisons la supposition toujours admissible

d.
d—f = ax + bu 4+ c[xu] , (22)
avec trois scalaires inconnus a, &, ¢.
' - 1 d dx .
La condition 5 a7 = — <x Et_) — 0, donne a —=0. On dé-

. . dx dx
duit ensuite (xu _dt_> — <[xu] d7> = ¢([xu]lzu]) =c .
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.y du g .
Multiplions enfin (22) par —» pour formerla premiere combi-

dx du ——‘<7cu-(iﬁ
ar ar ) — T\ @

Il faut done, pour que le premier membre soit nul, ou bien que ¢,

‘ , . du . .
ou bien que le déterminant (xu« - | le soit aussl.

naison (21), il vient

dt
Adoptons d’abord la seconde hypothese. Alors les relations

(xu) = 0 et <qu —ZZ—Z;> == )

u . . .
7 S du moins on admet, ce qui est
toujours possible, que la variable ¢ représente 'arc de la courbe

nous donneralent & —

4 ht 4 #; d 4
S. Cette equatlonx:g;—‘, conséquence de la scconde hypo-

these, signifie que la droite mobile X coincide avec la tangente a
la courbe S; et il est clair, en effet, que rien n’empéche de consi-
dérer le point de contact d'une courbe avec sa tangente comme
une espéce de point central, mais il est clair aussi que ce cas
n'est pas celui que nous visions. La seconde hypothese est donc
a rejeter.

Pour arriver au but, nous devons donc, dans {22), remplacer «
et ¢ par zéro. Les formules (21) et (22, réduisent alors ce systeme

a cet autre
dx

= ou ;

de T

(xu) = 0 ,

c’est le méme que (19), par ot apparait derechef I'identité du pro-
bleme actuel avec celui des développantes.
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