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SUR IEMPLOI DE CERTAINES MATRICES
DE FORMES DANS LA RESOLUTION DE PROBLEMES
DE GEOMETRIE

PAR

Lucien Goprauvx (Liege).

Des recherches sur certaines congruences de droites m’ont con-
duit autrefois a la considération de certaines matrices a deux
séries de variables cogrédientes

n n—1 n—2 2 n
(tx (l:)c (l]/ a;L‘ (ty (I.y 1

n n—1 n—2 42 n y
b, b o by [)x /)y e [)J/ }

a n -4 2 lignes, ne changeant pas de forme lorsque 'on substitue
a x;, y, des combinaisons Ax, + py,, 'x, + p'y,'. M. Stuyvaert a
ensuite repris l'étude de ces matrices et d’autres possédant la
méme propriété, et leur a consacré un Mémoire tres intéressant
et trés suggestif 2. Certains problemes de géométrie conduisent a
la considération de matrice de méme type que celles dont il vient
d’étre question, mais a trois séries de variables cogrédientes. Cest
ce que je me propose de montrer dans ce travail en traitant les
probléemes suivants:

a) Déterminer la classe du lieu des plans sur lesquels les qua-
driques d’un systeme linéaire o« découpent «* coniques.

b) Déterminer la classe du lieu des plans rencontrant sept cou-
ples de droites en sept couples de points conjugués par rapport
a une méme conique.

1 Sur quelques complexes particuliers. Bull, Acad. de Belgique, 1907. — Sur quelques congri-
ences particulieres de droites. Mém. de la Soc. des Se. du Hainauat, 1908. — Sur une classe de
congruences de droites. 1’Enseign. Math., 1909.

2 Sur Vusage des matrices dans Uélude des congruences de droites. L'enseign. Math , 1910.
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‘§ 1. — Matrices fonctionnelles.

.— Désignons par (@, &, , gy« Xy Wos Yy Yr)s (Z05 :1,...:,«)
les comd(mnees pl‘O_]eCUVBS homooenes respectivement de trois
points X, Y, Z d’'un espace llnealre S,, a4 r dimensions et repré-
sentons par (A, w, ») une fonction rationnelle, entiére et homogene
pal' rapport & chacunc de ces séries de variables, de degré 2 en (),

en (y), v en (z).
(,onsulerons la matrice a sept lignes et six colonnes

“ ()\1 y e, vy) ()\2 y M2 va) ... ()‘6 y U6y vg)
(A, e, v — . —
{1 — - e = 0
()\1 v M, Vy) B cee ()‘6 v e s vg)

et supposons que cette matrice ne change pas de forme lors-
que lon substitue a =z, y,, Zu des combinaisons linéaires
- - Py / 4 _
av, + By, + ya, o', + By 4y 7'z, ', + By, + vz, Les équa
tions (1) sont alors vérifiées pour trois points arbltra]res (distincts)
du plan XYZ. On peut donc dire que ces équations représentent

un systeme de plans. Ce systeme est de dimensions 3(rr — 2) -— 2 =

3r — 8; c’est, suivant la terminologie de S. Kantor, un w3 —8 —
complexe de plans.
2. — Ifaisons o = 3. l.es équations (1) représentent alors une

développable de S, dont nous allons rechercher la classe, ¢’est-a-
dire le nombre de ses plans passant par un point. Pour cela, nous
pourrions opérer de la maniére suivante : Immobilisons le point X
el faisons parcourir aux points Y, Z deux droites gauches. Mais
alors, nous devrons éliminer les solutions pour lesquelles X, Y, Z
sonten ligne droite, ce qui présente de sérieuses difficultés. Il est
donc préfécable de procéder autrement.

Ifaisons, dansles équations (1), » = 4. Nous avons alors, dans S,
un of — complexe de plans. Par deux points quelconques passent
des plans de ce «o* — complexe en nomble fini & De méme, ily
aun nombre f{ini ¢ de plans de cet w* — complew passantpal' un
point et s appuyant sur deux droites, ces droites et ce point n’etant
pas dans un méme S,.

Ila connaissance des nombres &, ¢ nous fournit la classe de la
développable de S,. Considérons en effet un point P et deux droites
d,, d,deS,. Lorsque d, et d, ne se rencontrent pas et que le

[’Enseignement mathém., 17¢ année; 1915 3
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point P ne se trouve pas dans le S, déterminé par d,, d,, faisons
varier d,, d, jusqu’a ce que ces droites se rencontrent en un
point P’. D’apres le principe de la conservation du nombre, le
nombre { des plans du o * — complexe passant par P et s’appuyant
sur d,, d,, restera le méme, car il ne devient pas infini*. Par con-
séquent, le nombre  est égal au nombre £ des plans du o * — com-
plexe passant par P, P’ augmenté du nombre y des plans passant
par P et s’appuyant sur d,, d, en des points distincts. Mais d,, d,
et P sont actuellement dans un méme S, et les plans du o« * — com-
plexe passant par P et s’appuyant en des points distincts surd,, d,
ayant trois points communs avec cet S; y sont conlenus tout en-
tier. Par conséquent, y est la classe de la développable lieu des
plans satisfaisant aux équations (1) pour 7 = 4 et situés dansun S,.
On peut choisir P, d,, d, de maniére que cet S, soit donné par
2, = 0. On voit ainsi que y est bien la classe cherchée.

3. — Calcul de . — Pour calculer &, donnons a X, Y des posi-
tions fixes en dehors du plan », = &, = 0 et faisons parcourir ce
plan au point Z. En d’autres termes, dans la matrice (1) donnons
aux (x), (y) des valeurs fixes, telles que x;, 2, 20, y,, y, 72 0 et
faisons z, = z, = 0. Nous obtenons une matrice a trois variables
homogenes (z,, 5,, 7,) qui s’annule, d’aprés une formule de
M. Stuyvaert , pour

¢
> v (i < k)
I k=1

systémes de valeurs de ces variables. On a donc
6
E= > v, (i <k

|
i, h=1

Observation. — l.es points X, Y, Z jouant des roles symétriques,
on a également

. S N
C= XN, E= Xy (¢ = &)
Une condition pour que la matrice (1) jouisse de la propriété
indiquée est donc
Eli)‘k:EPi{*k:E"ivk (L, k=1, ...,6; =14k .

4, — Calcul de . — Pour calculer {, donnons a X une position
fixe et faisons parcourir au point Y la droite y, = y, =y, == 0,

! La condition imposée aux plans du « 4 — complexes initialement se décompose en deux
conditions de méme dimension. Voir F. Severi, Sul principio della conservaszione del nu-
mero. Rend. Cire. Palermo, 1912.

2 Cing Etudes de Géométrie Analytique (p. 10). Gand, Van Gaethem, 1908.
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% au point Z la droite z, = z, = 2, = 0. Supposons de plus que le
% point X ait été choisi de maniére que wx, soit différent de zéro.
1 Alors, les points X, Y, Z sont toujours distincts et ne sont jamais
en ligne droite.

Posons

iy g Uy %0
F4

—_ N ——

Uy 24 Us

’

et substituons dans la matrice (1). Nous obtenons une matrice a
trois vaviables («,, u,, w,), homogénes, qui admet, d’apres la for-
mule de M. Stuyvaert déja invoquée,

E(.LLL' ’{"' ‘/L)(}Lk+‘/A.) (i, k:l, 2, ...,6 3 ié k)
solutions. Mais parmi ces solutions, il peut y en avoir pour les-
quelles on ait soit «, = w, =0, soil: ity = 1, — 0. Ces solutions
donnent respectivement y, — y, — 0, 'z, = z, = 0, ce qui est ab-

surde. Remarquons que le :*™° terme d’une ll,gne est de degré u,
par rapport aux variables («,, u,}. On trouve donc § = Su p,
(L, = 1,2, ... 6, i = k! solutions pour lesquelles «, = w«, = 0. De

méme, on trouve & solutions pourlesquelles w, — u, = 0. Par con-
sequent, on a

C= Sp, + v) (p, + v,) — 2 (L h=1,2,..,6; i=H
| Par suite
=3 o) (o 4 V) — Supee — vy, L (k=1,2...,6; i<k
{=2pv + By, =3, By, + v, . (I, k=1,2 .., 6,
— Nombre y. — Nous avons trouvé plus haut que la dévelop

pable représentée par la matrice (1) dans laquelle on a fait » = 3,
ala classe y = — & On a donc

4

& G
r= 3 bt S &
i I:, k=k f=l
Observation. — Remarquons que pour que la matrice (1) jouisse

de la propriété indiquée, on doit arriver au méme nombre { en
intervertissant les roles des points X, Y, Z. On doit donc avoir

Dppvp + Bygv; = By h 4 By, = Zhu, + ZA
(i, k=1.2,..,6)

6. — Considérons le déterminant obtenu en supprimant la der-
niere ligne de lamatrice (1) et en yfaisant » = 3. Ce déterminant,
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égalé a zéro, représente une série «©? de plans enveloppant une
certaine surface. Pour trouver la classe de cette surface, on immo-

bilise X, Y et on fait z, =— s, == 0. On trouve alors que cette classe
6

estégale & > v,. On doit d’ailleurs avoir

i

§ 2. — Lieu des plans sur lesquels les quadriques d’un systeme =
3
lineaire, découpent = * coniques.
7. — Considérons, dans un S,, sept quadriques linéairement
indépendantes dont nous écrirons les équatlions sous la forme
symbolique
=0, b2=0 =0, d>=0, [2=0, & =0, I2=0
x - ' -_— 3 (& — ) - ) f _— t Ox —— H x .

2
x

Supposons que ces quadriques n’aient, six a six, aucun point
commun. ,

‘Un plan déterminé par trois points X, Y, Z rencontre une de ces
quadriques, la premiere par exemple, en une conique dont le point

générique, de coordonnées ar, -+ By, + 7. ... 02, + By, + ¥3,),
véritie l’équatlon

a a 48 Y a + 2a8a,, @, —+- Q‘Jv(( a. + 2yoa_a, =0

Pour que les sept coniques déterminées par les sept quadriques
données appartiennent a un méme systeme o« *, linéaire, on doit
avoir

[

a;c a a a..a. o a a. a._ a

Jy Yy o3 S X

bbb, by bbby

L
@

3
et

Ces plans enveloppent donc une développable dont la classe y
est donnée par les formules générales du § 1. Dans ces formules,
nous devons faire 4, —= 2, 4, =0, 4, =0, 4, =1, A, =0, A, =




MATRICES FONCTIONNELLES 37

lUﬂ:Os ’-2‘—2) My =0, p, == 1, w, =1, py =0, =0, y~2:0’
s — 2, ¥, =0 1, = 1, v, =" rouve
F—=11, (=17 , 7 =B

Les plans sur Zesguels les quadriques d'un systeme linéaire »
découpent »* coniques, enveloppent une développable de classe six.

Remarquons que par une conique découpée sur un plan tan-
vent a la développable considérée par une quadrique du systeme
donné passent »? quadriques de ce systeme. Parmi celles-ci, ily
en a ! contenant le plan, donc :

Le lieu des plans faisant partie de ' quadriques d’un systeme
linéaire » %, est une développable de classe six.

8. —Ledéterminant obtenu en supprimant une ligne dans la ma-
trice (2) et égalé a zéro exprime que six quadriques découpent.
sur le plan X, Y, Z, six coniques d’un systeme (linéaire) oo*.
D’apres ce que nous avons vu (§ 1, n° 6).

Les plans sur lesquels les quadriques d'un systeme linéaire ©°
découpent = * coniques, enveloppent une surface de classe quatre.

Par une de ces «? coniques passent co! quadriques du sys-
teme, donc le plan appartient a une de ces quadriques.

Les plans appartenant o des quadriques d’un systeme linéaire o
enveloppent une surface de quatrieme classe.

LLes surfaces représentées par deux déterminants d’ordre six
tirés de la matrice (2) ont en commun une développable de classe
seize se décomposant en la développable considérée plus haut et
en une autre, représentée par la matrice (2], ou 'on a supprimé
deux lignes. C’est le lieu des plans sur lesquels les quadriques
d’un systéme o * découpent «? coniques. Ou encore, c’est le lieu
~des plans appartenant a des quadriques d'un systéme linéaire oo *
Cette développable est de classe 10.

§ 3. — Lieu des plans rencontrant sept couples de droites
en sepl couples de points conjugués par rapport ¢ une méme conique.

9. — Soient d,, d',; d,, d',; ...; d,, d’, sept couples de droites
ne se rencontrant pas deux a deux. Ecrivons les équations des
droites d,, d’, fnrrnant le / — iéme couple sous la forme symbo-
lique

ar, = atyx, + aiyxy + aix, + aiza, =0,

bi, = biyxy + bizxs + bigry + bizeg = 0

I

pour d.,
[

pour d’..
l
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Un point du plan déterminé par les trois points (non situés en
ligne droite) X, Y, Z a pour coordonnées

ax; + B+ vz, - (k=0,1, 2, 3

Si ce point est situé surla droite d,, on a

I

aal, + (:aiy + yai, 0,
abi, 4+ ﬁ//[y + ybi. =0 .

Désignons par «; §,, y, les paramétres déterminant ce point;
on a
al','/ azz
l)ig/ bt .

g . .
i (”': (le

bi. /)lx

ai ai |
o. {3.:752 )

“

b1 - b Ly

De méme, les parametres o/, 8/, y/ fixant la position du point
du plan XYZ se trouvant sur d/, sont

.

a l?/

/)’il/ l)'i”‘ i b’ b’ | [)’iaC b1

a’i. la’i_ a’l balt a’l

Si les points de rencontre du plan XYZ sont conjugués par rap-
port a une conique de ce plan, il existe une relation bilinéaire
*g ot . ’ / / PR
entre les quantités ., 8., y,; &', B/, v/. Soit

’ !/ 14 / !
g CORC: 7 e
Sy g Bl A ey T 2epale By 4 o)

+ 2655 (B,7; + Biv)) + 2o (1% + 1) =0
cette relation.
Six couples de points conjugués par rapport a une méme conique
déterminent cette conique. Par suite, siles sept couples de points
d’intersection du plan XYZ avec les sept couples de droites

donnés sont conjugués par rapport a une méme conique, on doit
avoir

! 4 ’ 1 /7 V4 ’ ’ /
apey BiBoviyy w By By Bt Biv Ty iy
Uy Oy - — — — —
(3) = 0
! ! .
Sy — — - Yr % T+ Y7 %

l.es plans rencontrant sept couples de droites en sept couples
de points conjugués par rapport a une méme conique engendrent
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donc une développable. L.es formules trouvées au § 1 permettent
de calculer -la classe de cette développable. On doit poser 2, == 0,
by =2, igy= 2, i, = 1, A, == 2, A, =1; p, =2, w,=0, ‘4,113:2,
,uJ__l wo =1, p, =25 v, =2, v,=2, v,=0, v, =2, v,=1,

= 1.
6

On trouve
£ =39, { =

~J
()
~
I
2
TR

Les plans rencontrant sept couples de droites en des couples de
points conjugués par rapport a une meéme conique, enyeloppent une
deéveloppable de classe 3. .

10. — Considérons un déterminant d'ordre six extrait de la ma-
trice (3). Ce déterminant, égalé a zéro, représente le lieu des oo?
plans rencontrant six couples de droites en six couples de points
conjugués par rapport a une conique. C’est un déterminant du
type de ceux que jai rencontré dans un travail rédigé lorsque
j’étais encore-sur les bancs de ’Athénée!; dans ce travail, javais,
pour atteindre la plus grande généralité possible, considéré le
lieu des S, —1 rencontrant n* — 1 groupes de £ S, _ ., dans S,,
en des groupes de & points liés par une relation &£ — linéaire, etil
en était résulté quelques obscurités.

Reprenens notre déterminant d'ordre six, tiré de la matrice (3]
et égalé a zéro, et supposons que ce soit précisément celui que l'on
obtient en effacant la septieme ligne de cette matrice. Ainsi que
nous P'avons observé (§ 1. n°6), ce déterminant représente une
surface-enveloppe de classe huit.

Donnons a X, Y des positions fixes sur la droite d, et laissons
d’ailleurs Z arbitraire (en dehors de cette droite). On a alors

= B, =y, = 0 et par suite, le déterminant est identiquement
nul et la surface-enveloppe contient la droite d,. De méme, on
vérifie qu’elle contient les droites d,/, d,, d,/, ..., d,, d,.

11. -— Considérons la matrice obtenue en supprlmant les deux
dernieres lignes de la matrice (3). Cette nouvelle matrice, égalé
a zéro, représente le lieu des o' plans rencontrant les cing couples
de droites d,, d,': d,, dz’, ...; dy, dJ en cinq couples de points
conjugués par rapporta «' conigues (d'un faisceaun). En reprenant
le calcul que nous avons faitau §1, on trouve que cette dévelop-
pable est de classe 20.

L’intersection des surfaces-enveloppes représentées respective-
ment par I'’évanouissement des déterminants tirés de la matrice (3)

L Sur une extension @ Uespace d’un théoréme de Grassmann. Nouv. Annales de Math. 1907,
— Je profite de cette citation pour rectifier une erreur qui s’est glissée dans un autre travail :
Sur la polariteé dans les complexes du second degré (ordre et classe). (Ens. Math. 1907.) La
courbe d’ordre cinq dont il est question au ne 2, page 388, se scinde en cinq droites dont lune
ne rencontre pas d et peut ¢tre considérée comme sa correspondante. Cette correspondance
serait sans doute intéressante a étudier.
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en effacant soit la derniére, soit Vavant-derniere ligne, est une
développable de classe 64. Cette développable se décompose en:

1° la développable de classe 34 lieu des plans rencontrant les
sept couples de droites donnés en des couples de points conjugués
par rapport a une méme conique;

2° la développable de classe 20 lieu des plans rencontrant les
cing couples de droites d,, d,; ...; d,, d.' en des couples de poinls
conjugués par rapport a «o?! coniques;

3° les faisceaux de plans d'axes d,, d,', ..., d,, d,/.

Les plans rencontrant six couples de droites en six couples de
points conjugués par rapport a une conique, enyeloppent une sur-
face de classe huit contenant simplement les douze droites données.

Les plans rencontrant cing couples de droiles en des couples de
points conjugués par rapport aux coniques d’un faisceau, envelop-
pent une développable de classe vingt.

7 juillet 1914.

LE PROBLEME D’INTERPOLATION ET LA FORMULE
DE TAYLOR

PAR

R. Surpantscuirscu (Vienne).

1. — Porté par le désir de ne pas partir dans 'enseignement
du théoreme de Taylor, d’'une formule toute faite qu'on vérifie en
calculant 'erreur commise, j’ai abordé dans cette [fevue' en 1901,
le probleme de tirer immédiatement la formule de Taylor de celle
de la moyenne. L.a méthode que j'ai imaginée dans ce butn’a pas
été exacte.

On ne saurait pas, évidemment, surpasser .la simplicité de la
démonstration usuelle du théoreme de Taylor, et cependant le
désir subsiste de suggérer préalablement aux éleves la forme des
coeflicients de cette formule comme le témoignent les essais ré-
pétés et quelquefois malaisés d’y arriver au moins pour les trois
premiers coeflicients. On obtient facilement les deux premiers,
mais le troisiéme exige déja des raisonnements assez compliqués.
Sinous nous bornons a des méthodes qu’on pourrait encove appli-

1 Sur la démonstration du théoréme de Taylor, I'Enseignement mathématique, t. 3 (19011,
p. 355-357. -
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