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DEMONSTRATION DIRECTE DU THEOREME
FONDAMENTAL DE LA THEORIE DES EQUATIONS
ALGEBRIQUES

PAR

B. GoxGgGrYr (Amsterdam).

La théorie des équations algébriques présente, a mon avis,
une certaine lacune quant a la démonstration du théoréme
principal : que toute équation d’un degré quelconque (a coef-
ficients réels) possede une racine. En éludiant ce chapitre
(c’est-a-dire la théorie des équations algébriques) de 'ana-
lyse, il faut d’abord admettre la vérité du théoréme, el
méme, apres avoir acquis une notion plus ou moins com-
plete de la nature et des propriétés des équations et de leurs
racines, il faut encore recourir a des moyens qui ne tou-
chent la théorie des équations elles-mémes qu’indirectement,
par exemple a la représentation graphique des fonctions de
quantités complexes, etc. CG’est pour cette raison que les
démonstrations données jusqu'a présent ne me semblent
pas tout a fait de nature a porter immédialement la convic-
tion dans l'esprit, et que jose demander au lecteur un mo-
ment d’attention pour les deux démonstrations suivantes,
directes, inductives, toutes deux assez simples, et dont sur-
tout la seconde, par sa simplicité, me semble mériter d’étre
admise dans un Cours élémentaire d’algebre supérieure.

En considérant qu’il est d'une extréme facilité de démon-
) z = 2 z P ? - L2 5 2 1 10
trer qu’une équation algébrique d’'un degré impair (ayant des




Aap-g — QapgP — Qg 44 — A2n—2 (A)..
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coeflicients réels) a toujours une racine, laquelle est en outre
réelle, il est clair que l'on aura démontré le théoréme dans
toute sa généralité du moment ol I'on aura su ramener la
démonstration pour une équation d’un degré pair a celle
pour une équation dont le degré est un nombre impair. Gest
ce que j'ai tdché de faire dans les pages suivantes.

Rien de plus naturel, 'existence des racines de I'équation
quadratique étant siure, que de chercher a comparer aux
racines de cette équation paire, fort spéciale, celle de I'équa-
tion du 2n* degré. Or, pour cela on peut se demander s'il
est possible de satisfaire a I’équation :

2n—1

AT AT Ay, A, =0 (1)

par les racines de I'équation quadratique
2 —px—q=20,

ou, ce qui revient au méme, de démontrer qu'une expression
x? — px — ¢ peut étre un facteur du premier membre de (1).
Posons donc:

Flx) = 2™ + Al‘x‘“’”“‘1 + A2x2”_2 oAy A,

—4

= (#* — px — q) (% p a, 28 4 iy a? ch gy + Ay, o)

Au premier coup d'eeil, il est évident que cette supposi-
tion peut étre admise a la condition qu 'il soit possible de
satisfaire au systeme d’équations :

a —p =4, . ' ay =p -+ A,
ay — a;p — q=A4A, a, =a,p+ A, + ¢
ay — agp — a,q = A, ag = ayp + A; + a, g

ou bien

@y = azp + A, + ayq

T Qgp 9P T Ay, 39 = A2n—1 Aop-g — Qo3P T A?n-—2 -+ Uon-49

— Gy, o = Ay, ' AgpoP + Qg 34 + Ay, =10

! \%ap-29 + Af!n =0.
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Or on voit que ce systéme conduit & exprimer successive-
ment toutes les inconnues «a,, a,, etc. en p, ¢ et les quantités
données A,, A,...A,,, de telle sorte qu'a la fin on ait deux
équations distinctes en p et en ¢; et s’il parait possible de
satisfaire a ces deux derniéres, tout le systéme (A) devra étre
admis, et par conséquent l'existence du facteur 22— pr — g,
et enfin celle de deux racines de I'équation proposée sera
démontrée.

Les expressions consécutives, qu’on obtient pour a,, a,,

etc., ont un degré, quant ép et ¢, qu’on trouve dans la table
suivante :

degré de a, a, y Qy o Qg Gy o,
en p 1 2 3 4 . .. 2n—3 2n—2,
en ¢ 0 1 1 2 ... n—1 n—1.

Les deux derniéres équations du systéeme (A) seront donc
en ¢ du n—1"" et du n'* degré respectivement.
On peut les représenter par:

Pg" '+ P+ ..+ Py aqg+Py =0, (2)
Pog" + Pyg" '+ .4 Py, yqg+ Py, =0 . (3)

(P» est un polynome en p du /A degré.)

Comme on sait, I’¢limination de ¢ entre ces équations peut
s’effectuer 4 'aide d’une simple application de la théorie des
déterminants (méthode de Sylvester).

L’équation résultante en p sera :

P, Py ... ... Py, O 0 0 ... 0

0 P, P, . .... Py, O o ... 0

0o 0 P, P, P, , O 0

0 0 0 0 Py | .
P, P, P, P, 0 0 0

o P, P, P, P, 0 0

o o P, P, P, By, 0

o 0 0 0 P,
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Celle-ci représente la condition a laquelle on peut satis-
faire aux équations (2) et (3) par la méme valeur de ¢, ¢ ‘est-
a-dire précisément la condition de laquelle dépend la vérité
du systeme (A) et par conséquent I'existence de deux racines
de I’équation proposée.

Or, quant & cetle équation finale en p, nous n'avons besoin
que du degré. Pour déterminer celui-ci il faut seulement
considérer que pour I'élimination (2) a donné n équations et
que (3) en a procuré n — 1, de sorte que la diagonale du
déterminant, se composant de n facteurs P, et de n — 1 fac-
teurs P,,, sera une expression, fonction de p, du degré

2n(n — 1) + n=mn(2n — 1) .

Aucun autre terme du déterminant ne peut surpasser le
degré de cette diagonale, et une simple vérification fera
sauter aux yeux qu’ils ont tous le méme degré; par exemple
Pr=' Py, a pour degré n(2n — 1).

Or, ce nombre n (211 — 1) est impair, si n posséde cette
propriété, c’est-a-dire si le degré 2n de I'équation proposée
est un nombre pair, ne possedant qu'un seul facteur 2. Alors
il est clair qu'il y aura une racine réelle de p satisfaisant &
la condition représentée par le déterminant; qu'ensuite les
deux équations (2) et (3) donneront une Valeur (réelle égale-
ment) de ¢; qu’en allant plus loin le systeme (A) peut se véri-
fier, et qu’enfin I'équation proposée posséde actuellement les
deux racines de I’équation quadratique : 2° — pxr — ¢ = 0.

Sile degré de I’équation (1) est un nombre pair, se com-
posant de plus d'un facteur 2, l'expression n(2n — 1) sera
encore un nombre pair; mats cependant ce nombre aura un
facteur 2 de moins. Gect montre que la question de savoir
si une équation d'un degré pair se composant de /. facteurs
2 a une racine peut se réduire par notre procédé ala méme
question pour une équation dont le degré ne se compose
que de & — 1 facteurs 2. Et comme nous avons démontré
qu'une équation d'un degré, ayant un seul facteur 2, posséde
actuellement une racine, le théoreme est démontré dans
toute sa généralité.
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