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LA PÉRIODICITÉ DU HASARD

PAR

L. Bachelier (Paris).

Le hasard agissant seul, d une façon conlinue et uniforme
produit un effet perturbateur se traduisant, comme on sait,

par des écarts qui peuvent être indifféremment positifs ou

négatifs et dont l'amplitude croit, dans l'ensemble,
proportionnellement à la racine carrée du temps.

S'il s'agit d'épreuves discontinues, les écarts croissent,
dans l'ensemble, proportionnellement à la racine carrée du

nombre des épreuves.
Supposons la continuité; le hasard agissant pendant le

temps /, produira un certain écart x. La loi de probabilité
des différentes valeurs de x (en nombre infini) est bien
connue.

Si le hasard continue à agir, il peut arriver que, au bout
d'un certain temps /, l'écart redevienne nul.

Dans ces conditions, au bout du temps tt -j- t l'écart est
nul et, puisque l'on est revenu cà Létat initial, ce temps L 4 I
peut être considéré comme une sorte de période.

Nous pouvons nommer période relative au temps le

temps total t{ + t au bout duquel l'écart inconnu qui se
produira au temps /, sera revenu à zéro.

Le mot période n'a pas pas ici son sens élémentaire, mais
il a l'avantage d'être très expressif et de bien correspondre
à l'idée, très naturelle, d'une sorte de périodicité irrégulière
dans les manifestations du hasard.

L'étude de ce que l'on pourrait nommer la périodicité for-
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tuite constitue un problème très intéressant qui peut être
facilement résolu en recourant à l'emploi des probabilités
continues.

Sans rien ôter à la généralité du sujet, on peut lui donner
une forme plus concrète en supposant qu'il s'agit d'un jeu
équitable, les écarts fortuits sont alors des gains ou des

pertes.
Le problème peut s'énoncer ainsi: Deux joueurs A et B

joueront >iA parties à pile ou face. Au bout de ces parties,
il se produira un écart inconnu; run des joueurs aura,
par exemple, gagné la somme ,r que l'autre joueur aura
perdue.

Les joueurs continueront à jouer jusqu'à ce que l'écart
soit redevenu nul ou, pour employer une expression vulgaire
mais caractéristique, jusqu'à ce qu'ils soient quitte. On
demande la probabilité pour que le jeu se termine exactement

en [i nouvelles parties (il aura ainsi duré, en tout,
a, + [i parties)

Avant de résoudre le problème, il est indispensable de
faire remarquer que l'on emploie, dans le calcul des
probabilités, quand il s'agit d'épreuves identiques, deux sortes de

formules :

1° Les formules discontinues renfermant des factorielles,
elles sont analytiquement exactes, et exactes en fait quand
on les applique à des problèmes admettant par hypothèse la

discontinuité comme le problème du jeu de pile ou face.
2° Les formules continues, renfermant des exponentielles,

elles sont mathématiquement exactes quand on admet l'hypothèse

de la continuité.
Une erreur généralement accréditée consiste à croire que

les formules exponentielles sont seulement approchées, elles
sont absolument exactes ; ce qui n'est qu'approché est leur
application à des cas où il y a discontinuité.

Les deux sortes de formules sont exactes, elles sont les
solutions de deux problèmes différents qui s'identifient
asymptotiquement quand le nombre des épreuves tend vers
l'infi ni.



PÉRIODICITÉ DU HASARD 7

Dans ce qui va suivre, nous emploierons les formules
continues mais en nous exprimant, pour plus de clarté, comme
s'il s'agissait du jeu de pile ou face.

Pour nous conformer à l'usage, nous désignerons par la

lettre ^ la variable continue qui exprime une suite d'épreuves
ou de parties, la lettre t n'étant employée que lorsqu'il s'agit
réellement du temps.

La probabilité pour qu'il se produise un écart x en ^
parties, est donnée par la formule

X2

2e W
——— dx
j/ 7Ü |/ {Ai 9

La quantité <p est le coefficient qui caractérise le jeu, dans
le cas du jeu de pile ou face, il a pour valeur deux.

Si l'écart est x au bout des ^ parties ; la probabilité pour
qu'il revienne à zéro pour la première fois exactement au
bout de fx nouvelles parties, c'est-à-dire la probabilité pour
que les joueurs soient quitte au bout de a nouvelles parties
est

_
a:»

/5 M-®x 6 k 1

=—Ö;J.
!J- [/ TZ {/ [J.cp

Pour la démonstration de cette formule, on peut consulter
mon traité du Calcul des probabilités, page 217.

La probabilité pour que l'écart soit x au bout des ^
premières parties et pour qu'il revienne à zéro, pour la première
fois au bout de p nouvelles parties est, en vertu du principe
des probabilités composées,

X2 X2

{/ T. \/ [Al <p [/ TU \/ U.0

La probabilité pour que, l'écart ayant été quelconque au
bout des p.! premières parties, cet écart revienne à zéro au



8 BACHELIER
bout de [x nouvelles parties est, en vertu du principe des

probabilités totales,

X2

- <["_ i »/ë
[/ T. V- [/Kj/[AO71 V [J- iJ- + !J-1

0

Celte formule, d'une extrême simplicité, exprime la
probabilité cherchée.

Il est surtout intéressant de connaître la probabilité pour
que l'écart soit revenu à zéro avant u nouvelles parties (ou
en [x nouvelles parties, au maximum). Cette probabilité P

s'obtient en intégrant l'expression précédente entre zéro et^.

a

r 1 /z du. 2 /zJr.\ï M^ «BrctangVS '
0

Cette formule exprime la loi de ce que l'on pourrait appeler
la périodicité fortuite.

On en déduit un premier résultat intéressant: Si g ~ g,,
P - •r 2

Il y a donc une chance sur deux pour que l'écart qui se

produira en parties soit annihilé avant u.x nouvelles
parties. D'une façon générale, on peut dire :

Il y a une chance sur deux pour que Vécart que produit le

hasard au bout du temps L soit annihilé avant un nouvel
intervalle de temps tr

Le résultat précédent, exact en supposant la continuité de

toutes les variables (^,, x) est encore exact dans le cas de
la discontinuité, c'est-à-dire dans le cas où il s'agit réellement

du jeu de pile ou face. On le constate facilement sur
des exemples simples, quand^ est un petit nombre, la

démonstration générale serait peut-être laborieuse.

La formule (1) fait connaître la probabilité P pour que
l'écart qui s'est produit en premières parties soit annihilé
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avant g nouvelles parties. Un exemple numérique ne sera

pas inutile pour montrer que cette probabilité, qui croit
d'abord très vite avec a ne croit ensuite qu'assez lentement

vers sa valeur limite un.
Cherchons la valeur de jx pour laquelle il y a 999 chances

sur mille pour que l'écart soit annihilé. La formule donne

fj. 400000 fjn

Il faudra jouer 40 millions de parties pour avoir 999 chances

sur mille de rattraper l'écart qui se produira en cent

parties seulement.
On voit que la période du hasard peut être 1res longue,

elle existe cependant car P tend vers un quand u tend vers
l'infini.

La valeur moyenne de la période est donnée par la formule

L'intégrale étant infinie, la valeur moyenne est infinie. La

valeur probable de la période, c'est-à-dire celle qui a égale
probabilité d'être ou de ne pas être dépassée est, comme nous
l'ayons vu, %±x.

Les formules précédentes supposent la continuité, s'il y a

discontinuité, c'est-à-dire s'il s'agit en réalité du jeu de pile
ou face, la probabilité pour que l'écart s'annihile tend vers
un quand g tend vers l'infini, et la valeur moyenne du nombre

des parties (durée moyenne du jeu) est infinie.
Pour le prouver, il suffit d'employer la méthode dont on

fait usage pour démontrer que si un joueur possédant une
somme donnée joue constamment à pile ou face, sa ruine
est certaine et la durée moyenne de son jeu est infinie.

Revenons à la supposition de la continuité; nous avons
calculé les probabilités relatives aux cas où l'écart est annihilé
avant g parties, il reste à calculer les probabilités relatives
aux cas où l'écart n'est pas annihilé.

La probabilité pour que, au bout de ^ -f- ^ parties l'écart

ü
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soit z est donnée par la formule

_ /•, j ij- (ij-i + :j-)
^

ze (U-i+M-)© i V [J-i
'

_-j24 d

~ t7 [H + ;J.) 9

dX

Pour démontrer cette formule, il suffit d'employer un
raisonnement analogue à celui qui est développé à la page 218
de mon traité du calcul des probabilités.

Si l'on intègre par rapport à z entre zéro et l'infini on
obtient 1 — P, résultat évident.

La valeur moyenne de z

y; [M + {>) 9

*-'d>e / 'l e~xtd\

-\/ [J-i + [J.) 5p /
0 0

s'obtient facilement par une formule due à Dirichlet (ouvrage

précité, p. 326) on trouve y~ * c'est-à-dire l'écart moyen

au bout des ui premières parlies.
Ce résultat est encore évident; la valeur moyenne de z est

l'espérance mathématique d'un joueur H qui devrait toucher
une somme égale à z. Son espérance, pour les a, premières

parties serait l'écart moyen y/— • Son jeu devenant

ensuite équitable, l'espérance pour les a parties suivantes

serait nulle; son espérance totale est donc bien

Il est intéressant de connaître la probabilité de l'écart s

relative au cas où l'écart ne s'annule pas. Pour obtenir cette
probabilité, il faut multiplier la probabilité de l'écart r. par
la quantité y—~p

•

La valeur moyenne relative de z est donc

1 t/'ii
1 — P V ::



COUPLE GYROSCOPIQUE H

Supposons, par exemple, que deux joueurs doivent jouer
cent parties à pile ou face, l'enjeu étant Un franc par partie.
Ils joueront ces cent parties puis continueront à jouer
jusqu'à ce qu'ils soient quitte. Il y a une chance sur mille pour
qu'ils ne soient pas quitte au bout de 40000000 parties. Dans
les cas oil ils ne sont pas quitte avant ce nombre de parlies,
l'écart moyen est 8000 francs.

Pour résumer, l'on peut dire qu'il existe une sorte de

périodicité du hasard puisque l'écart qu'il produit au bout
d'un certain temps arrive toujours à s'annihiler parla suite,
mais la durée moyenne de cette sorte de périodicité est infinie.

COUPLE GYROSCOPIQUE1

PAR

F. Bouxy (Möns).

Dans tous les traités de mécanique rationnelle 011 étudie
avec plus ou moins de détail le mouvement d'un solide
autour d'un point fixe. Il est rare cependant que l'on examine
d'une façon spéciale le phénomène, pourtant si important au

point de vue des applications techniques, dénommé par les

ingénieurs: effet gyroscopique, effet gyrostatique, ou couple
gyroscopique. On se borne généralement à faire une remarque

rapide sur les propriétés en apparence paradoxales du

gyroscope. Il ne faut donc pas s'étonner, comme le font
certains auteurs2, de l'ignorance de beaucoup d'ingénieurs à cet
endroit. D'ailleurs ceux-ci sentant la nécessité de compléter

1 Les communications postales avec la Belgique étant interrompues par suite de la guerre,
il nous a été impossible de soumettre à M. Bouriy l'épreuve de la présente Note. — lièd.

2 Bouassiï. Cours de mécanique, p. 575: « On ne saurait croire quelles absurdités se
débitent sur le compte du gyroscope ».

Ed. W. Bocakut. L'effet gi/rostatique et ses applications, p. 75, note.
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