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nos lycées des départements; ce témoignage n’était pas nécessaire
a ceux qui connaissent vos éléves pour les avoir interrogés aux
examens d’entrée des écoles, mais, a une époque ou les enquétes
et les comparaisons internationales sont a la mode, il n’était pas
superflu de rappeler que, par le niveau des études mathématiques,
un grand nombre de nos lycées (qui ne sont pas tous dans des
villes d’Universités) doivent étre mis sur le méme plan que bien
des Universités étrangéres, ou les matiéres que vous enseignez
font généralement partie des programmes des premieres années. »
A ce juste hommage rendu par M. Borel a des maitres éminents,
il convient d’ajouter que leurtache serait impossible sans le talent
et le dévouement des maitres qui, prenant pour ainsi dire les
éleves par la main lors de leur entrée au lycée, les conduisent,
sans jamais se laisser rebuter par leurs défaillances, au seuil de
ces classes vers lesquelles se tournaient leurs regards dés leurs
jeunes années. ‘ '

LA TRIGONOMETRIE DANS SES RAPPORTS
AVEGC LA GEOMETRIE

PAR

Arnold Streir (Berne).

I. — Introduction.

Dans la présente étude, nous donnerons d’abord une nouvelle
démonstration des formules de sin{a =+ 3 et cos (e 4= ) basée
sur un théoreme de géométrie et son corollaire. Puis nous appli-
querons ces formules, celles qui en découlent et d’autres formules
de trigonométrie a la géomeétrie, ce qui nous permettra de retrouver
les relations de théorémes importants de géométrie, entre autres
celles des théorémes de Pythagore, de Pythagore généralisé, de
Céva, de Ménélaiis, de Ptolemeée et d’établir des théorémes nou-
veaux.

Notations. — Nous désignerons les sommets d’un triangle par
A, B, C; les cOtés opposés respectivement par a, b, ¢; les hau-
teurs correspondantes par &', 2", 2" et les angles par «, 8, y.
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Les segments, déterminés par les hauteurs, qu’il faut suivre
pour aller de A vers B, puis de B vers C, et enfin de C vers A
seront appelés ¢’ ¢” (sur ¢), a’a” (sur a), 6’0" (sur b).

II. — Formules de sin (« + ) et cos (& -+ f).

Démonstrations basées sur un théoreme de géométrie
et son corollaire.

A. — Formule du sinus de la somme de deux arcs. — La somme
de deux angles d’un triangle quelconque et le 3° angle étant supple-
mentaires, leurs sinus sont égaux :

(1) sin (& + ) = siny .
Il est donc.tout naturel de partir de cette relation pour chercher

a établir une nouvelle démonstration de la formule du sinus de la
somme de deux arcs. D’apres la fig. 1:

On a successivement

- | X | X% R b R
sm(a-}-{fﬁ):b.cz g %L):—.L + ¢ .
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Mais
A
¢ a
Par suite
/l”, L" + (” h”IC” /a”’C,
i LBy = —. - = ,
sinfo + f) = T
/l 14 ¢ n c 4 hf//
sin (& 4 0) 5 -+ T
ou '
(I ' sin (¢ -+ Bl = sina.cos 3 - cosa.sinf’ .
B. — Formule du cosinus de la somme de deux arcs. — a. ety

étant les angles d’un triangle, nous avons :

-

cos (& + B == — cosy .
La figure 1 donne
"
a
CcOS "( - —Z' 5
d’ou, en remplacant:
n "
a aa
cos (o = — - = — —
(@ + F) b ab

Nous établirons plus loin la relation suivante :

hl//;), — C’C” + (l(l” ,

d ou
(l(l" — ]II//Z . Clc"
Substituons ci-dessus :
1IN/} m2 ’ 1/4 nm m
¢’ — h'"* ¢ ¢ R" h
cos (a Bl o e D e e e e, R
(¢ + ) ab b« b a
ou
(I1) cos (& 4 [3) == cosa.cosf — sina.sinff .

C. — Formule du sinus de la difference de deux arcs. — Au lieu
de déduire cette tormule de la relation (1) en y remplacant 8 par
— B, on peut aussi 'obtenir directement de la figure 1 par un pro-
cédé peu différent de celui déja employé.

Supposons que « soit un angle aigu du triangle et désignons
par a’ Vangle extérieur correspondant a a. [l vaut la somme des
angles intérieurs non adjacents :

‘ o =p+y
dou .
: y=a — B, siny — sin (&’ — §) .
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Mais’
h/
sin Y= - .

. b
Par suite

. hl . h’(cl + C") . /l, cl + C”

’ b b.c ¢’ b
. /,Ll// C/ cl‘ /tlll C" C, hlll
3111(a’-f5)_—_‘——.—+—— = — .= 4+ —. -,
a b b a-" b a
k”l C!‘I C, /L,”
——— '_l;' . '(_L’ -_ |j'_— —(;'] . —(l_ .
Or
coO ¢
sa = — —
b
puisque «' est obtus; donc
(L1I) sin (0’ — 3) = sina’. cos f — cos a’. sin § .
D. — Formule du cosinus de la différence de deux arcs. — Au

lieu de tirer cette formule de la relation (II) en y remplacant 3
par — 3, on peut aussi 'établir en se basant sur la ﬁgure 1.

Choisissons un angle aigu o« du trlangle et soit «' angle exté-
rieur correspondant. Nous pouvons écrire successivement :

=p+y, v=o —5F;

a aa
osy — cos (o' — B} , Fre Bl = — = —
cos y cos (& 5) cos (a B) 7 !
" = ¢'¢" + ad”
W2 ol W o Uu
(¢) / ./ -— G - ——— — —— — ;
cos {a v ab b b
o' est obtus:
/,l’// ./[lll
: ’o— . : —_ . =
sma.._./) 3 sm@wn :
¢’ e
cosa — — — ; cos i = — ;
b a
(IV) cos (a’ — &) = cos a’. cos B + sina’. sin 5 .
III. — Conséquences géométriques résultant de I'application

des formules de trigonométrie au triangle quelconque.

En appliquant les formules précédentes et celles qui en dé-
coulent au triangle quelconque, on retrouve les relations de cer-
tains théorémes importants de géométrie et 'on arrive a établir
des théorémes nouveaux.
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A. — Application de la formule de sin (e + ). (Déduction du
théoreme de Pythagore généralise.) ‘

~

sin (¢ -+ ) = sina.cos § 4 cosa.sinf .

En nous basant sur la figure 1 nous pouvons écrire :

"

III h/ /h" II'//
sin(a—{—ﬁj:ic. ’ — ¢ T bk

_'...

=

a’
c ¢ C v ¢

ou, en tenant compte de la relation bA" = ah’,

, ahk’ " o1y
. b + 0Tk R aa” 4 b
sin (2 + B) = = =7 e :
Or
h' ) , _
7= siny = sin (« 4 B) .
Par suite
wa’ hb"
sin (a0 4+ B) = sin (@ -+ ﬁ)(}i——;—)t ,
d’ou il résulte
¢? = aa’ + bb"
(1) b2 = bb" 4 cc"
a®*= c¢’ + ad” .
A o
d E
F g’

Fig 2.,

Les relations (1) s’expriment comme suit :

Trtoreme (I). Dans tout triangle acutangle, le carré construit sur
Uun quelconque des cétés est égal a la somme des rectangles con-
struits sur chacun des deux autres cétés et la projection du 1¢* sur
lui (fig. 2).

Si un triangle renferme un angle obtus, le carré construit sur
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Pun des cotés adjacents est égal au rectangle construit sur le plus
grand coté et la projection du 1° sur lui diminué du rectangle
construit sur le 3¢ coté et la projection du 1¢ sur lui.

Remarque. — En prenant

h"
sin o — — et coSs o —

b

SHIE

la formule de sin (@ 4+ 8) conduirait aussi ala 1™ des relations (1);
dans le cours des opérations il y aurait lieu toutefois de rem-
placer c¢’ par 60".

Cas particuliers. — 1. C=90°. — Alors A" est confondu avec &
et A" avec a.
Par suite

a = a , VY —= b

et la premiere des relations (1) devient:
2 = a? 4 b2 . (théoréme de Pythagore)

2. — A ==90°. A" est confondu avec ¢, donc 4" = 0.
La formule
¢ —= ad' + bH"
devient
¢ — aa’ |

ou: Dans un triangle rectangle, chaque cété de Uangle droit est
moyen proportionnel entre Uhypoténuse entiere et sa projection
sur Uhypoténuse.

Les relations (1) peuvent étre mises sous une autre forme. En
effet :

?=aa" + bV = ala — a") + b(b —b) ,

2 = a® + b* — ad" — LI .
Mais
bb" = wa" .
Par suite ) :
(2) 2= a? + b? — 2aa" . (C aigu)

On retrouve ainsi le théoreme de Pythagore généralise.

B. — Application de la formule de cos (a4 8). (Deduction du
théoreme de Pythagore.). — Soient , 3, y les angles d’un triangle
quelconque. Nous avons alors (fig. 1):

a” a — a’ a’

a
cos(a—{—ﬂ):—cosy:—/T:——- = T
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Mais

R
IS
a
IS}
Q

l4 F P 7 . 7 C, + (;” (l, C, + alcll

b ¢ b

En remplacant on a

, a’ a
cos (a + fB) = —r =7 5

¢
ou ‘
a a’c"
cos (a 4 B) = cos a. cos f — [Z — :|
Ovr
cos (¢ + B) = cosoa.cosff — sina.sinf
d’Ol‘l
. . . a a/c”
(@) sina.sin. f = 3 — 7
Meais 7
. b/// /l”
sino —= — — —
g b ¢’
. h, Illll
et sin 8 = =
Prenons d’abord :
. N " k'
sin o . smﬁ = 5=
Par suite
A"  a a'c"  ac— a’d
e T b be T he ’
ou
/I’h”l —— ac — ({/C” .

Par permutation cyclique on obtient deux nouvelles formules
formant avec la précédente le groupe suivant:

hW'h — ba — b'd”

(3) )
LORRY = ch — b
Les relations du groupe (3) donnent lieu au théoréme suivant:
Tukoreme II. — Le rectangle construit sur deux hauteurs d’un
triangle quelconque est égal au rectangle construit sur les deux.
cotés correspondants diminué du rectangle construit sur les pro-
jections de ces cotes l'un sur Pautre.

Revenons a la relation (a) ci-dessus:

: . a  ad’
sma.smﬁ:T— T
4 ) e

L’Enseignement mathém.. 17¢ année; 1915. 8
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el combinons d’autres valeurs de sin a et sin § pour former le
produit sine.sin g (fig. 1):

hl’/ h”/
sina.sin 8 — — . —
p b a’
d’ou
e a
ab T b be
7
W — gz 24°
¢
Mais
aa’ = cc”’ |
car
/7 n
a '
cos B — — — — .
B ¢ «
Il en résulte
W= a? —
ou
(4) ’ a? = ¢"? + h"?

La formule de cos (e 4 ) nous a donc permis de retrouver le
TutorEMeE pE PyrHAGORE (triangle rectangle BCF).

En troisieme lieu nous pouvons aussi écrire :

I
sina.sinﬁ: —_— —
¢ ¢

1

d’ou, si I’on compare avec I'égalité (a):

h'R" a a’c"
¢z b be
W — a__cz . a’c’"c  clac — a’c”)
b b - b

Nous avons trouvé (formule 3):

/l’h’” — ac¢ — (l,(.'”
Substituons
P P
B = 7
d’ou
h" ¢
(5) Er/i = 77

Nous retrouvons une propriété connue: Le rapport de deux
hauteurs est égal au rapport inverse des cotés correspondants.
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Enfin, si ’'on choisissait les valeurs encore disponibles de sin «
et sin g pour obtenir le produit sine«.sinf, on arriverait aussi a
la propriété précédente. |

C. — Application des formules de sin (@ — ) et cos (e.— . —
La formule de sin (¢ — g), appliquée au triangle quelconque, con-
duit aux relations (1) auxquelles a donné lieu celle de sin (@ 4+ )
et en appliquant la formule de cos (@ — 3) on retrouve les relations
(3], (4) et (5) fournies par celle de cos (¢ + ). -

D. — Application de la formule sin a == 2sin % cos % . Appliquée
au triangle quelconque, cefte formule permet d’établir le théo-
reme suivant :

Tutorkme III. — 87 d’un sommet B d’un triangle quelconque
ABC on abaisse la perpendiculaire sur la bissectrice de l'angle A
et de son pied S la perpendiculaire sur le c¢été AB, cette derniere
perpendiculaire a toujours pour mesure la morrit de la hauteur
issue du sommet B. _

En effet, d’apres la figure 3, la relation

. . ad o
sin o — 2sin 5 COS -

2
peut s’écrire

¢ AS ¢’
d’ou
BE R
6 S = — — — ) .
(6) ST = — 5 c. q. f. d
On aurait de méme
hl//
LM — —
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- On arriverait au méme résultat en prenant

a. BS'

il faudrait alors remplacer le produit BS . AS par ¢ . ST.
E. — Application de la formule cos a — 2005“2% — 1. — Com-

plétons la figure 3 pour obtenir la figure 4.
En nous basant sur cette derniere, nous pouvons écrire la rela-

tion ci-dessus comme suit :

D AS\2
AL_2<xs>__l_

AB T "\ AB

Posons
AE = 0" , AB = ¢ , ST = d ,

AT = e , BT = f, AS =

L’égalité devient :

b’ o?
L —2. &
¢ c
d’ou
o2 cle + b")
9 2
Mais
. 2 — ce

En remplacant on trouve

¢lc + b7




d’ou
R e
e =—3 :
(7)
c b’ )
En outre... = 7 , car f=¢ —e

Par suite, T est le point milieu de BP et puisque S est situé sur
le cercle décrit sur AB comme diameétre, on aboutit a la propriété
suivante :

Tutoreme IV. — 87 avec un sommet A d’un triangle quelcongue
comme centre et sa distance au pied E de la hauteur BE comme
rayon on decrit un arc de cercle coupant le coté AB en P et qi'on
éleve au point milieu T du segment BP une perpendiculaire a AB
sur laquelle on porte la moitie de la hauteur considérée BE, l'ex-
trémité obtenue S appartient a la bissectrice de langle A et au
cercle décrit sur le cote AB comme diametre.

Remarque. — Dans le cas ou I'angle A que traverse la bissec-
trice est obtus, la propriété reste la méme, mais le point P tel
que AP —=AE doit étre pris sur le prolongement du coté AB.

Formons le produit e . f(fig. 4):

¢? — B3
e.[= A
Mais A
a 09
d::e.tg-2- et (l:f.tg<90———§>,
d’ou
d* =e.{
Remplagons
¢ — p'®
2 =
‘ 2
Or .
h'’
d = —
.2
donc
h'’2 . c? e
4 T 4
d’ou
2 = L' 4 b2 théoréme de Pythagore .
F. — Application des relations entre les éléments d’un triangle

rectangle. (Déduction des théoremes du triangle rectangle.) — Soit
ABC un triangle rectangle en A, p la projection de & sur I’hypo-
ténuse a et ¢ celle de ¢, ~ la hauteur.

Ces relations sont les suivantes :

L. Chaque cdté de Uangle droit est égal a Phypoténuse multi-
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pliée par.le sinus de Uangle opposé ou par le cosinus de l'angle
compris.

2. Chaque cété de Uangle droit est égal a lautre multiplié par
la tangente de 'angle oppasé au premier.

D’aprés la premiére relation, on a:

b—a. t /:—‘D-
) a.cos C , e ) o5 C

d’ou

(8) b* = a.p .
¢’est-a-dire :

1. Chaque cété de l'angle droit est moyen proportionnel entre
Uhypoténuse et sa projection sur Uhypoténuse.

D’apres la seconde relation :

h=p.1gC et h—=4¢q. tgB

d’ou

. h*=p.q.(tgC.1gB),
mais

tgC.tg. B=1,

par suite

(9) R =p.q,
ou

II. La hauteur est moyenne proportionnelle entre les segments
qu’elle détermine sur Uhypoténuse.

G. — Application du théoreme du sinus. (Déduction des théo-

remes de Céyva et de Ménelaiis.)
1. Appliquons le théoréme du sinus aux six triangles :

PA’B , PB’C , PC’A ; PA’C , PB’A , PC’B (fig. 9) :




[
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-
d’ou
1) a.b’. ¢ sind . sine. singp
—— . . . b
L. l.m sin A’. sin B’. sin C’
et
. v o ’
m sin A’ k sin B/ I sinC
; — . » 57 — 1 ’ ry .
a’ sin ¢ b’ sin 6 c sin ¢
’ \ -
d’ou
2) k.l.m sin A’. sin B’. sin C’/
a’”’ b"”’.¢”” 7 sind.sine. sing

Multiplions 1) et 2) membre a membre:

a’. b, e’ ,
P e
d’ou résulte
(10) a’ . b.c¢c = a’. b .

C’est la relation du

Tutoreme pE CEva. — Trois transversales issues des trois som-
mets d’'un triangle quelconque et se coupant en un méme poz’nt
determinent sur les cotés six segments tels que les produzts de trois
segments non consécutifs sont égaux.

Remarque. — En appliquant le théoréme du sinus aux six
triangles :

ABA”, BCB’, CAC; ACA’ , BAB’, CBC ,

on aboutirait aussi a la relation du théoreme de Céva. On obtien-
drait :

a’. b’ ¢ sina’’ sin B’ siny”’ I m £
ob et T sin B’ “siny” Tsina” T kT 1 T m
TR
d’ou
a’.b.c” = a’. b’ "’

- Cas particulier. — En exprimant, dans un triangle quelconque,
I'un quelconque des produits

cos a. cos 5. cosy . seco . sec . secy ,
tga.tgf.tgy , colga . colg B . cotgy ,

de deux manieres différentes et en égalant les deux expressions,
on arrive a la relation du théoreme de Céva pour le cas particulier
ou les transversales issues des sommets se coupent a 'orthocentre
du triangle. ‘
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En effet '(ﬁg. 1) :

¢ a ¢
COS o, — — — — cosﬁ:—:—; COS Y == — == —
b ¢ c a a b
Par suite
CI a’ [)/ ,)/I C/I ‘(t,,
cosacosfB.cosy =—.—.— = -, ——
b« a ¢ a b
d’ou
a. b ¢ = a’. b ¢

2. Considérons un triangle ABC et une transversale coupant les
cOtés a, b, c respectivement aux points X, Y, Z et formant avec
eux les angles d, ¢, ¢ (fig. 6).

B x c X
rigé.

D’apreés le théoreme du sinus appliqué aux triangles AYZ, BZX,
CXY, nous avons successivement (fig. 6):

AY  sing BZ _ sind CX  since

AZ ~ sine ’ B_)-(_sincp’ CY sind

Multiplions ces trois relations membre a membre :

AY BZ.CX _,
AZ .BX.CY —

d’ou
(11) AZ .BX.CY = AY .CX.BZ

¢’est-a-dire

‘TutorEME DE MENELAGs. — Toute transversale situee dans le
plan d’un triangle détermine sur les cotés six segments tels que les
produits de trois segments non consécutifs sont égaux.
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H. — Application du théoreme du cosinus. (Déduction des théo-
remes de Ptolémée.) — La figure 7 donne :

, D
Tigy.

AC?2 — @2 -+ b? — 2ab cos B ,

et
AC? = ¢2 4+ d? + 2¢d .cos B,
d’ou
a? + [)2—R2_R2—c2 — d?
2ab _— 2cd )
De cette relation on tire:
1) AC — \/(ad + be)tac + bd) .
ab + cd
On trouverait de méme :
(ab + cd)(ac + hd)
2) BD = \/ ad 4+ be )

En multipliant les relations 1) et 2), puis en les divisant membre
a membre, on obtient :

s AC.BD = ac + bd
(12) ) AC  ad + be
BD 7 ab + cd

c’est-a-dire

TuEorEMEs DE ProvimEr. — 1. Dans tout quadrilatere inscrip-
tible, le produit des diagonales est égal & la somme des produits des
cotés opposes.

2. Dans tout guad/ llatere inscriptible, les diagonales sont entre
elles dans le méme rapport que les sommes des pr oduzls des cotés
qui concourent avec elles.
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IV. — Application des formules du groupe (3).

1. Soit ABC un triangle quelconque. Construisons le triangle
A’B'C’ ayant pour sommets les pieds des hauteurs (fig. 8). Les
relations (3) permettent :

1° d’établir le théoréme ci-dessous;

2° d’exprimer les c6tés du triangle A'B’C’ en fonction de ceux
du triangle ABC.

1° Partons de la seconde des relations {3):

Rh" — ab — a’’b’ .

Yig 8.

La figure ABA'B’ est un quadrilatére inscriptible; d’apres le
premier théoréeme de Ptolémée, le produit de ses diagonales est
égal a la somme des produits de ses cotés opposés :

KR = (A’B’).¢ + a’b"" .
Par suite
(A’b’).c + 'V = ab — a”’b"

d’ou
ab — a’b’’ — a’”’b’

c

A/ h ¥4 o
Mais
ab = (a’" 4+ a”’) (b’ + V") = 'l + a"’b"” + a’V" + a’’v’
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Remplacons:
. a/bl + a//b//

A'B’ = ,
¢
. b/ ’ I// 77
De méme... (13) B'C’ = ——C——*—-_(—l——)——f— ,
et I L

b k4

c. A’B' = a’'b’ + a”’b"’
(13)/ a.BC = b + b’’’ ,
b.CA" =c'a” +c"a” .

Nous obtenons donc le théoreme suivant (relations 13'):

TutoreMe V. — Le rectangle construit sur un cété d’un triangle
quelconque et la distance des pieds des hauteurs abaissées sur les
deux autres cotés est équivalent a la somme des rectangles con-
struits sur les segments non consécultifs déterminés par ces hauteurs
sur les cotés correspondants.

2° Exprimons maintenant les cotés du triangle A’B’'C’ des pieds
des hauteurs en fonction de ceux du triangle ABC (fig. 8). Nous

avions (formule 13) :
albl + a//[)ll

AIB/ —
c
Or
a? = b* 4 ¢ — 200" ,
et
¢ = a® 4+ b*> — 2aa” ,
d’ou
" == b et b= Pohe —a
2a - 20 ’
En outre:
a,=a3-—b2+02 ot [),_1)2—c2+a2
2a 2b ’
car
a = a—a”’ et O = b — b .

Portons ces valeurs dans I'expression de A’B’ :

a’> — b? - ¢? b2-—c2+a2+ a® + b — ¢ b 4 ¢ — a?

AR — 2a 20 2a 24

ou

Arpy [0 (B2 — eIl L [a? — (b2 — )] 4 [b 4 (F— @] [b? — (¢* — a¥)]
habce ’
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ou, en effectuant les calculs et en simplifiant :

¢.1a* + b* — ¢*)

B = 2ab ’
. (b2 + ot — a?
Par permutation... (14) po =2t —a) ;
2bc
2 2 p2
et... A=t = b))
2ca

Ce sont les formules exprimant les c6tés du triangle des pieds
des hauteurs en fonction des cotés du triangle donné.
2. Partons de la premiére des formules du groupe (3):

hlh”/ — ac — a/CII .
D’autre part (fig. 1):

/t’” - CH

oo a

Multiplions membre & membre :

aa’c

C”

a’? .

B2 =

Or: Deux sommets d’un triangle quelconque et les pieds des
hauteurs qui en partent sont sur une circonférence ayant pour dia-
metre la distance de ces deux sommets :

A, B, D, E sont sur une circonférence de diameétre AB
B, C, E,F » » » » BC ;
C,A F, D » » T » CA .

Par suite, d’aprés le théoreme des sécantes :

n

aa" = bbb’ ; bb" — cc¢’ ; ce" = aa’

Remplacons aa’ par ¢¢” dans A'2:

ou
2=a?+ h'* .. théoréme de Pythagore.

Reprenons Vexpression de 4’2 {fig. 1) :

hr — aa’ (¢’ + ")
=

,.
— a’?
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ou
YN 4
aa’¢
h? = a' (a — a') + —5
Mais
aa’ — c¢”’
" Donc

h? = a'a" + cc’

h'?

ou aussi, (15)

I

a’a” 4+ hb”
puisque cc¢' = bb".

Les relations (15) donnent lieu au théoréme suivant:

TugorEmE VI. — Le carré construit sur une hauteur d’'un triangle
quelconque est équivalent au rectangle construit sur les segments
gu'elle détermine sur le coté correspondant plus le rectangle ayant
pour dimensions lun des deux autres cdtés et la projection du
second sur lui.

Cas particulier. — A =90°; 0" =c¢" = 0.

lLa relation (15) devient :

c’est-a-dire: La hauteur d’un triangle rectangle est moyenne pro-
portionnelle entre les segments qu’elle deétermine sur Uhypoténuse.
[.e théoreme VI peut étre envisagé comme étant la généralisa-
tion de la propriété ci-dessus.
La seconde des égalités (15) peut s’écrire (fig. 1):

W =a'a"” + bbb 4+ 0",
Par permutation...

R =bb"" 4+ ¢'¢"" + 7 .
et..

" —= ¢’¢’" + «’a”’” 4+ a’’? .
D’ou résulte :

(n’ ' 4 R4 " —= (;1"2 + 0" 4 ) + 2(a’a” 4+ VD 4 ') .
En partant de 'autre égalité
= a'a” + c¢’
on trouve, apres les mémes transformations :
(77 W2 4 W7 W7 = (@2 A D ) 4 2 4 VB )
De (I et (I)” résulte :
(16) @ b e = a4 B

¢’est-a-dire :
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Tutorkme VII. — Les sommes des carrés construits sur trois seg-
ments non consecutifs déterminés sur les cotés d’un triangle quel-
conque par les hauteurs correspondantes sont égales.

La relation (16) a été établie sans I'intermédiaire du théoréme
de Pythagore.

Conséquence géométrique. — De (16):

VY — b = (@ — @) + (" — )
ou :
(bl + l)ll) (b/ — I)I/) — (all _|_ a/) (a” _— a/} _l" (C" + C/) (C” . C/) ,

ou (fig. 9):

ou enfin

Tig 9.

Par suite, les segments CS, CR et Bl sont les c6tés d’un triangle
rectangle; d’ou le théoréme snivant :

TutoreMe VIII. — 87 avec les pieds des hauteurs d’un triangle
comme centres et les petits segments qu’elles déterminent sur les
coteés correspondants comme rayons on décrit des circonférences et
qu’aux points o elles coupent les grands segments on éleve des
perpendiculaires aux cotés jusqu’a leurs points d’intersection avec
les circonférences décrites sur ces cotées comme diametres, les dis-
tances de ces points aux extrémités des grands segments sont les
cotés d’un triangle rectangle. '

Remarque. — De (I)' ou (I)” on peut déduire le théoreme de
Pythagore en supposant A = 90°.
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