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TR L AR R,

SUR LES BASES DE L'ANALYSE VECTORIELLE

PAR

Emile Dumont (Bruxelles).

[’Analyse vectorielle fait 'objet, depuis quelques années,
des travaux d'un grand nombre de mathématiciens. Deux
articles de I'Encyclopédie (édition francaise), rédigés 'un par
M. L. LEvy (IV, 4), l'autre par M. P. Langevin (IV, 16) sont
consacrés aux vecteurs. On peut regretter que ces deux arti-
cles n'aient pas été fusionnés. |

Cependant on n'y trouve pas, a mon avis, une réponse
salisfaisante a la question de M. C.-A. Laisant : Qu’est-ce
gu'un vecteur? (Ens. math., 1912, u° b). |

Une telle affirmation doit paraitre téméraire a premiere vue.
Je vais essaver de la justifier.

On distingue dans les deux articles précités de ’Encyclo-
pédie les vecteurs [libres, glissants, et liés; on y distingue
aussi les vecteurs axiaux et les vecteurs polaires. Mais ony .
continue a confondre le vecteur géométrique avec le vecteur
numerique .

Le premier est une grandeur géométrique dirigée; le se-
cond est un nombre complexe: ¢’est le vecteur ix -+ jy -+ kz
de Hamirton; c’est un opérateur, rapport de deux vecteurs
géométriques perpendiculaires dans un systeme de repere.

De plus, on y continue aussi a rendre ’Analyse vectorielle
tributaire de I'Analyse cartésienne, alors que sa grande utilité

11l v a déja plusicurs années que M. MAssavu, dans son cours de Mécanique de PUniversité
de Gand, signalait cette déplorable confusion.

L’'Enseignement mathém., 17¢ année, 1915. 6
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serait de se substituer a cette derniére en simplifiant énor-
mément les équations de la mécanique.

Le calcul vectoriel de MM. Burari-Forti et MarcoLonGo
échappe a ce second reproche, mais n’évite pas le premier.

Or, la distinction entre grandeurs et nombres est une des
préoccupations principales de 'enseignement des mathéma-
tiques ; la confusion des deux sortes de vecteurs est donc
une erreur pédagogique. On peut d’ailleurs se demander si
les auteurs ont bien conscience de la confusion qu’ils provo-
quent ou s’il n’y a pas platot de leur part une conception
défectueuse du sujet. J'opine quant a moi pour la derniere
appréciation : s’il en était autrement, pourquoi ces auteurs
n'auraient-ils pas adopté la théorie si claire des Quaternions
de Hamilton? Il leur aurait sufli d'en faire un exposé plus
rigoureux que celui de M. Tait, celui-ci n’ayant pas non plus
compris la distinction qu’il importe de faire entre le vecteur
géométrique et le vecteur numérique.

Quoi qu’il en soit, voici, je pense, ce qu'il faut répondre a
cette question : Qu'est-ce qu’un vecteur ?

Il y a trois espéces de vecteurs :

1° Le vecteur-géométrique. 2° Le vecteur-quaternion. 3° Le
vecteur-glisseur.

Le premier est une grandeur géométrique dirigée ; les
deux autres sont des nombres complexes.

Dans chacune des trois catégories on distingue le vecteur
libre, le vecteur glissant et le vecteur localisé ou lié.

Dans chaque catégorie aussi un vecteur est dit axial lors-
que par le fait de sa définition son sens dépend d'un sens
positif de rotation choisi autour de son axe ; il est dit polaire
dans le cas contraire.

Le vecteur géométrique et le vecteur-quaternion sont clas-
siques, bien que le second soit fort mal défini dans le Traité
des Quaternions de M. Tait (traduction Plarr); le vecteur-
glisseur est de mon invention et m’a permis d'édifier une
théorie nouvelle des biquaternions : c’est une fonction expo-
nentielle spéciale du vecteur quaternion.

Quant au segment dirigé dont parle M. Laisant, on ne peul
pas le confondre avec un vecteur.
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Un segment dirigé est un segment de droite associé au
sens de sa génération. Il appartient a une droite déterminée.
On ne considére simulianément que des segments dirigés
appartenant a une méme droite.

I. — Vecteurs géométriques.

Définitions. — Un vecteur-géométrigue LIBRE est une syn-
these de trois éléments :

1° Une direction déterminée (dans un systéeme de repére).

2° Un segment de droite appartenant a cette direction.

3° Un sens de génération de ce segment.

Pour représenter un vecteur libre, on choisit arbitraire-
ment une droite appartenant a la direction donnée; sur cette
droite on place arbitrairement le segment donné; enfin on
donne aux deux points qui limitent le segment ainsi obtenu
les noms respectifs d’origine et d’extrémité de telle sorte que
I'origine doive parcourir la droite dans le sens donné pour
aller vers 'extrémité.

Dans ces conditions, si A est l'origine et B I'extrémité, le
vecteur ainsi déterminé est noté

AB .

Si G et D sont deux points appartenant 4 la méme droite
que A et B ou a une droite paralléle, et répondant aux mémes
conditions que A et B, le méme vecteur peut aussi étre noté

CD .
et 'on écrit

CD — AB .

Un vecteur-géométrique GrissanT résulte de l'association
d’un vecteur libre et d’'une droite déterminée appartenant a .
la direction du vecleur. '

Cette droite prend le nom de support du vecteur glissant.
Si les supports de CD et AB sont deux droites distinctes,

c’est-a-dire paralléles, CD et AB représentent deux vecteurs
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glissants distincets. On leur donne le nom de vecteurs équi-
pollents.
Si au contraire les quatre points A, B, C, D, appartiennent

au méme support, CD et AB représentent le méme vecteur
glissant.

Un vecteur-geométrique LocALISE ou LIE résulte de 1'asso-
ciation d’un vecteur glissant et d’une origine déterminée sur
son support.

Si CD et AB représentent un méme vecteur glissant, sans
étre confondus, ce sont deux vecteurs liés équipollents.

D’apres ces définitions, il n'y a pas de vecteurs libres équi-
pollents ; mais comme, dans un dessin, on ne peut repreé-
senter un vecteur libre que par un ou plusieurs vecteurs
nécessairement localisés, on donne aux divers représentants
d’un méme vecteur libre ou glissant le nom de vecteurs équi-
pollents.

L’équipollence s’indique par le signe égal (=).

La notation AB désigne indifféremment un vecteur libre,
olissant, ou localisé .

On désigne souvent un vecteur géométrique par une simple
lettre grecque surmontée d’un trait: .

Vecteur-directeur, axe. — Lorsque l'on rapporte tous les
vecteurs portés par un méme support a 'un d’entre eux con-
sidéré comme étalon, on donne a celui-ci le nom de vecteur-
unité ou de vecteur-directeur. Le sens de ce vecteur prend le
nom de sens direct ou positif de la droite-support. L’autre
sens esl dit négatif.

Une droite sur laquelle les deux sens de parcours sont
ainsi qualifiés s’appelle un axe. Le sens direct d'un axe wu
s'indique en placant la lettre « qui désigne 1'axe vers 'une
des extrémités du dessin représentant ce support. L'indica-
tion supplémentaire utilisée par certains au moyen d’une
pointe de fleche, me semble superflue. On donne le méme
sens positif a tous les axes paralléles.

Si 'on désigne par u le vecteur-unité de 'axe u, — vec-

. — . S
1 On pourrait représenter un vecteur libre par AB, un vecteur glissant par AB et un

-
vecteur localisé par AB .
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teur-unité dont le sens seul importe et dont la longueurn est
pas spécifiée dans les questions théoriques — tout vecteur

AB porté par I’axe est égal au produil du vecteur u par un
nombre qualifié, que 'on représente par la notation AB.
On a donc '

AB— u.AB .

Le nombre AB est positif si le sens de AB coincide avec le
sens direct de I'axe « ; il est négatif dans le cas contraire.

Pour rendre un vecteur-glissant indépendant d’aucune
origine, il suffit de le représenter par la notation

u.a

ol u est le vecteur-directeur de I'axe « el @ un nombre qua-
lifié quelconque.

La théorie des vecteurs-glissants portés par le méme axe
ne différe pas de celle des segments dirigés, qui est familiere
au lecteur. Je ne m’y arréterai donc pas. Les vecteurs-direc-
teurs de divers axes sont toujours égaux.

Sens direct de rotation, ortentation d’un plan. — Si l'on
considére sur un axe u un vecteur-directeur MN = «, on
appelle sens direct de rotation autour de l'axe u, le sens de
rotation dextrorsum (de droite a gauche) pour un observa-
teur ayant les pieds en M et la téte en N.

Si I'on consideére un plan quelconque «, on qualifie positif
et négatif les deux sens de rolalion possibles dans le plan
autour de chaque point. On choisit le méme sens positif au-
tour des divers points du plan. On indique ce sens au moyen
d'un axe perpendiculaire au plan, et tel, que le sens direct
de rotation autour de l'axe coincide avec le sens positif de
rotation autour du pied de l'axe. Cet axe, comme d’ailleurs
tout axe parallele et de méme sens s'appelle 'axe du plan.

Tous les plans paralléeles recoivent le méme axe. Un plan
est dit orienté quand on a spécifié I'axe du plan.

Résultante ou somme géométrique e vecteurs. Couple de
vecleurs-gtissants. — Ces notions sont classiques. Je ne crois
pas devoir les détailler .

Y Encyclopédie des scicnces mathématiques. 'U'. 1V, vol. 2, fase. 1.
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IT. — Vecteur-quaternion.

Définitions. — Considérant deux vecteurs géométriques
ayant méme origine O :

6—1_\- = :1 a et OB = V. {) s

portés par les axes ¢, et ¢, dont le plan est orienté grace a
un axe u perpendiculaire a ce plan en O, on appelle quater-
nton toute loi de formation de 'un de ces vecteurs a 1'aide
de l'autre.
Par exemple, pour former OB a l'aide de OA, il suffit de
multiplier d’abord OA par le nombre qualifié
b

h — -

a 9

puis de faire tourner le vecteur ainsi obtenu, autour de I'axe

w d'un angle

/\\
VqVlg = O + Qkﬁ )

de maniere a 'amener en coincidence avec OB. Le nombre
chargé de cette rotation s’appelle le verseur du quaternion;
si I'on désigne par u le verseur qui opére autour de 'axe u
une rotation d'un droit dans le sens direct, je démontre que
le verseur du quaternion précédent peut étre noté

euf) ou eu(()ﬁ—?kﬁ) )
Le quaternion considéré, qui s'appelle rapport de OB a OA,

est égal au produit du nombre qualifié % par le verseur e*, et
'on a

Ayant défini les sommes et produits de quaternions, on
démontre que l'on a

g =1l cost + u.hsinl .
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Le terme « . 2 sin # quil peut aussi s’écrire

T
. u;
h sinf.e 2

est un quaternion dont l'angle est droit. On I'appelle un
quaternion-droit ou un vecteur-quaternion, ce qui fait dire
qu'un quaternion est égal a4 la somme d’un nombre qualifié
— que Hamilton appelle scalar — et d’un vecteur. Une erreur
courante est de croire que ce vecteur est un vecteur géomé-
trique. En réalité c¢’est un nombre, un quaternion-droit. Mais
'expression vecteur-quaternion se justifie si 'on remarque
que les quaternions-droits se comportent dans les calculs
comme les vecteurs géométriques obtenus en substituant au
verseur u le vecteur-unité «.
J'ai appelé le vecteur-géométrique

u.l
le vecteur homologue du vecteur-quaternion
w.l .

Si I'on considére trois axes trirectangulaires ¢, j, %, d’ori-
gine O et orientés suivant la régle du pouce, on aura

_ - N - AN - SN
z¢[:z.lcoszz¢+].lcos]zc+k.lcos/m
et en méme temps
ul =1.lcosiu 4 j.lcosju + k.l cosku ,

les symboles u, i, j, k, désignant les verseurs-droits autour
des axes correspondants. ;
On peut d’ailleurs observer que 'on a

k=7j.i,
d’ou, en posant

. AN
h cos 0 = x, h sinb COS Ju == &,

h sin 6 cos tu.== y, h sin cos ku = ¥,
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on obtient
g = x1 4+ 01 + jaa 4+ Jire
ou
g == a1 + Uy Jlas + g
ou enfin
q == 3 + ]7,

z, et z, élant deux nombres complexes binaires.

En résumé : Un vecteur-qualernion est un quaternion dont
I'angle est droit. C’est un vecteur axial et glissant.

Toute l'analyse vectorielle repose sur la confusion entre
les vecteurs géométriques et les vecteurs-quaternions homo-
logues; confusion dont j'ai démontré la légitimité dans mon
Arithmétique générale.

I11. — Vecteurs-glisseurs.

Les notations AB et AB sont les notations classiques d’un
vecteur géométrique d’origine A et d’extrémité B. Hamilton
et Grassmann ont employé les notations A — B el B — A,
Cette derniére. ou l'on a voulu voir une abréviation de
OB — OA, semble actuellement réunir les préférences des
mathématiciens. On reproche a AB sa forme qui rappelle
celle des produits. Il me parait que ce reproche est puéril.
Lorsque jécris une formule et que je la transforme par le
calcul, je n’agis pas comme une mécanique inconsciente : il ne
m’arrivera jamais de prendre AB, qui au début aurait repré-
senté un vecteur ou sa mesure, pour un produit de A par B.
[l faut évidemment savoir de quoi I'on parle, et par exemple
n'user de la propriété commutative des produits que lorsqu'il
ne s’agit pas de facteurs quaternions.

Quoi qu’il en soit, le fait d’avoir vu représenter un vecteur
AB par la notalion B — A m’a amené a considérer un vecteur
comme un transporteur de points. Cette conception donne
naissance a une nouvelle espéce de vecteurs, opérateurs ou
nombres, tout a fait distincts des vecteurs-géométriques et
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des vecteurs-quaternions, et représentables, a titre de rap-
ports de points, par des symboles tels que

B
<
Apres réflexions j'ai reconnu que pour pouvoir étendre le
champ d’application de ces nouveaux vecteurs, il serait bon
d’affecter les points A et B de nombres, ou masses, comme
a fait Mobius dans son calcul des barynombres.
Point-masse. — Appelons point-masse 'association d'un
point géométrique A et d’'un nombre ou masse m (nombre
pdsitif ou négatif), et désignons provisoirement ce point-
masse par la notation (A, m).
Multiplier (A, m) par un nombre n sera, par définition,
considérer le point-masse (A, mn) :

(A, m) <X n= (A, m.n) .
Désignons par A le point-masse unité (A, 1); on aura
(A, m) = (A, 1) <xm=A.m .

On écrira mA au lieu de Am s1 m est entier ou fraction-
naire. De la résulte la loil associative :

Am > n=—A X mn .

Définition. — Jappelle vecteur-glisseur toute loi de forma-

tion d’un point-masse a ’aide d’un autre.

Si l'on considere par exemple les points-masses
Am et Bn, portés par un axe u et tels que AB = u.d pour
former Bn a I'aide de Am, il suffit de multiplier d’abord Am

n . . . .
par le nombre 2 = — ce qui donne An; puis on fait glisser

An de A en B, lui faisant ainsi parcourir le vecteur-géomé-
trique AB="u.d = a. Ce vecteur-géométrique ud a pour
homologue un vecteur-quaternion ud qu’on peut lui substi-
tuer dans les raisonnements et les calculs, ainsi qu’il a été
dit & propos des vecteurs-quaternions.

Désignons le vecteur-glisseur ainsi défini par la notation

G(h,
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!

el soit g(o) le nombre chargé uniquement du glissement ;
appelons-le glisseur. Donnons a Bnle nom de produit de Am
par le vecteur-glisseur G(/, «).
Nous aurons
Bn = Am X< G(h,a) = [(Am)h] g(a) .

De cette relation résulte, en vertu de ma définition géné-
rale du produit de deux nombres :

Gh,a) = h.g(a) .

Je démontre que le glisseur g(a) analogue au verseur d'un
quaternion, est une fonction exponentielle de o, et que l'on

a aussi
glo) =1 4+ w.a

» étant une constante dont le carré est O. Cecl entraine

g (OL) — e(v)d.

et

G(ll,d_) — fie™?* — hem.ud )

On marquera peut-étre quelque étonnement au sujet de la
constante w, dont le carré et les puissances supérieures sont
nuls. En appliquant la théorie des glisseurs aux vecteurs
géométriques glissants, dont les axes sont paralleles, on
arrive a constater que » est un nombre, loi de formation a
I'aide d’un vecteur libre, d’un couple de vecteurs glissants,
dont ce vecteur libre est le moment.

Autrement dit, a étant un vecteur géométrique libre, on a

— = )
.= [ + [ .

B, et B, étant les deux éléments d’un couple dont « est le
moment. '
Si nous multiplions a.w par » nous obtenons

a. 0= f. o + Ez.w .

B, -w et B,.w» sont deux couples ayant pour moments respec-

tifs les vecteurs 3, et 3, dont la résultante est nulle. 11 en
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résulte
oot Bo=0
ou
a. 0wt =0 .
Et par suite
w* =0 .
Remarque. — Le moment d’un couple de vecteurs glissanis

polaires est un vecteur libre axial.

V. — Conclusion.

Telles sont les définitions des trois espéces de vecteurs
que j'ai signalées au début de cet article. Je les ai exposées
avec quelques détails, afin d’étre aussi clair que possible, et
afin de mettre bien en évidence les différences fondamentales
qui les distinguent. Il importe en effet de réagir contre les
coupables confusions ott semblent se complaire les fervents
de I'analyse vectorielle. En obscurcissant a plaisir semble-t-il
les principes fondamentaux de cette belle science, les géo-
metres modernes 'ont enveloppée d'une ombre mystérieuse
ou le débutant manque de trébucher a chaque pas.

Comment comprendre en effet qu'il y ait deux produits
différents de vecteurs géométriques ? un produit scalaire et
un produit vectoriel, le premier étant un nombre et le second
un vecteur. Et 'homogénéité, qu’en fait-on?

En réalité, il n’y a pas de produit de deux vecteurs géomé-
triques; cette locution n'a aucun sens .

1° On peut multiplier un vecteur géométrique par un vec-
teur-quaternion dont I'axe lul est perpendiculaire, ou par un
vecteur-glisseur dont 'axe lui est également perpendiculaire.

2° Le produit de deux vecteurs-quaternions, d'un vecteur-
quaternion par un vecteur-glisseur, d'un vecteur-glisseur
par un vecteur-qualernion, et de deux vecteurs-glisseurs
sont des nombres, répondant a la définition générale et uni-

1 Je sais bien qu’on lui en donne un par définition, mais c’est la raison d’étre de cette défi-
nition que je ne puis accepter.
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que des produits de nombres: G étant une grandeur (ici, un
vecteur géométrique) multipliable par un nombre x, et G.x
étant une grandeur multipliable par un nombre y, on appelle
produit de x par y et on représente par les symboles

x Xy x.y ou xy
le nombre défini par la relation
Glxy) = (Gx) v

Si x et y sont deux vecteurs-q unaternions, on démontre tres
aisément que leur produit xy est un quaternion (qui peut
étre accidentellement un vecteur-quaternion) décomposable,
comme tout quaternion, en une somme d’un scalar et d'un
vecteur-quaternion. Et il n'y a aucune raison pour faire de
ces deux termes deux produits distincts xy et A y.

On démontre que le produit xy n’est pas commutatif.

Si x et y sont deux vecteurs-glisseurs, on démontre que
leur produit xy est un vecteur-glisseur, indépendant de I'or-
dre des facteurs.

Si x et y sont!’'un un vecteur-quaternion et l'autre un vec-
teur-glisseur, leur produit n’est ni un quaternion, ni un vec-
teur-glisseur; je l'appelle un biguaternion, parce qu’il est
décomposable sous la forme

1 -+ Wy
ou ¢, et ¢, sont deux quaternions soumis a la condition
¢1.conj ¢ + ¢s.conj q; — 0 .

Dans ce cas, le produit xy n'est pas commutatif, sauf,. si
les deux termes r et y ont le méme axe.

Toute autre théorie des produits de vecteurs peul étre pré-
sentée d’une facon fort logique (c’est-a-dire ou les raisonne-
ments sont rigoureusement corrects, partant de définitions
non contradictoires) mais tout a lait irrationnelle, parce
(qu’elle révolte notre bon sens.

Pour terminer, je pense qu’il serait opportun de lever
toutes les équivoques auxquelles donne lieu I'emploi confus
du mot vecteur. En somme, le vecteur géométrique n'est pas
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un transporteur; il n’a done pas droit au titre de vecteur. On
devrait Pappeler par exemple recteur; seuls le quaternion et
le glisseur sont des vecteurs. Mais comme le mot quaternion
ne se justifie que par une décomposilion en quatre termes

s + X + jy + A=

qui n'a rien de fondamental dans la théorie, on pourrait
appeler le quaternion-droit un verseur-droit; le quaternion,
un verseur; le vecteur-glisseur, un glisseur.
Il ny auralt ainsi plus la moindre équivoque possible.
Quantau biquaternion, ce serait un verseur-glisseur ou hien
un glisseur-verseur; on pourrait aussi l'appeler un voisseur.

LES NOMBRES PREMIERS
DECOMPOSITION D'UN NOMBRE EN SES FACTEURS
PREMIERS

PAR

H. E. Haxsex (Copenhague).

[. — Les nombres premiers. — Méthode de formation.

Tout nombre de la suite des nombres entiers peul étre
représenté par une des formules

6n . 6bnt+1. 601+ 2 et 6n 4+ 3

quand on donne a n une valeur entiére convenable.

On voit par la que tous les nombres qui ne sont pas divi-
sibles par 2 ou par 3 seront représentés par les formules
6 4+ 1 et 612 — 1 seulement, et ainsi ces deux formules
représenteront tous les nombreq premiers impairs et tous
les nombres composés impairs non divisibles par 3.
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