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Emile Borer. — Lecons sur la Théorie des fonctions. Eléments et principes
de la théorie des ensembles avec applications & la théorie des fonctions.
2e édition, 1 vol. gr. in-8¢ de x11-260 p.; 7 fr. 50; Gauthier-Villars, Paris.

La seconde édition de cet ouvrage ne differe matériellement de la premiere
(que par I'adjonction de Notes constituées elles-mémes par des publications
dues, en tres grande partie, & 'auteur et effectuées dans différents recueils
périodiques. Il serait donc possible, a la rigueur, d’analyser ce nouveau
volume en renvoyant simplement a d’autres analyses déja faites, mais ce
serait singulierement méconnaitre la pensée de M. Borel.

Depuis dix-sept ans que l'ceuvre a inauguré la Collection de Monogra-
phies sur la Théorie des fonctions, la théorie des ensembles a acquis un tel
développement qu’il aurait fallu, pour la remanier, la fondre avec une foule
d’autres ceuvres; mieux valait la simplicité primitive avec des adjonctions
indiquant les principales voies parcourues par la pensée mathématique de
par 'acquisition de la notion d' ensemble. Je puis donc écrire une analyse
qui n’apprendra rien aux géometres de ma propre génération, mais qui
pourra réattirer fort utilement I'attention des jeunes sur un sujet qu’il y a
tout intérét a reprendre au début, sous une forme primitive simple et claire.

Deux ensembles se sont imposés de tout temps non seulement aux géome-
tres, mais aux hommes en général; celui des nombres entiers et le continu.
Les éléments des ensembles dénombrables peuvent toujours étre numérotés
au moyen de la suite des entiers ; ils sont dits de premiére puissance ; le
continu est de seconde puissance. Tout d’abord on peut, sans aller plus loin,
revenir sur ces notions qui semblent intuitives et voir qu'elles sont loin
d’étre aussi claires, au point de vue purement logique, qu'on est d'abord
porté & le croire. Ainsi I’ensemble des points intérieurs a un carré a meéme
puissance que l'ensemble des points qu'on peut considérer sur un coté. On
peut aussi détruire le continu en lui enlevant un certain ensemble d'inter-
valles et en conservant cependant un ensemble qui, s’il n'est plus le continu
ordinaire, en a du moins la puissance (p. %4). CG'est méme une telle concep-
tion, paradoxale au premier abord, qui pourrait a elle seule forcer & 'intro-
duction de la notion de mesure d’un ensemble. Au point de vue géométrique
élémentaire, le continu seul semble susceptible de mesure, et, rien qu’a ce
point de vue, la notion est capitale ; sa généralisation pour autre chose que
le continu a été la source des plus puissants et des plus captivanis progres
faits par la théorie des fonctions et la théorie de l'intégration.

En dehors de ces apercus, de forme un peu paradoxale, signalons qu'une
des démarcations les plus indispensables a approfondir entre le dénom-
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brable et le continu se rencontre dans la distinction des nombres rationnels
et irrationnels. Que de profonds sujets d’étonnement il y a dans la se‘zule
comparaison des deux choses; sans les nombres irrationnels, pas de continu,
et ces nombres irrationnels sont effroyablement difficiles & définir, & recon-
naitre, & grouper. On peut artificiellement, comme le faisait Liouville, con's-
truire des nombres que l'on saura étre en dehors du dénombrable, mais 1!s
ne correspondront guére & des problémes réels non créés exprés pour obtenir
la génération en question. On pourra alors prendre e, =, la constante
d’Euler, voir si I'on peut ou non les ranger parmi les nombres algébrigues.
Or la question n’est résolue que pour ¢ et . Non vraiment, I'intime consti-
tution du continu n’est pas chose logiquement simple.

Parmi les applications préliminaires les plus importantes, signalons la
théorie du prolongement analytique. Une fonction analytique peut &tre
définie par un ensemble dénombrable de séries entiéres. Le probleme du
prolongement consiste a savoir enchainer ces éléments les uns aux autres;
on peut le résoudre d'une infinité de maniéres. Mais le probleme ainsi
résolu appelle encore de nombreux perfectionnements; pratiquement, une
infinité, méme dénombrable, de séries entiéres ne saurait étre considérée.
Alors se pose la question de trouver d’autres développements valables dans
des régions de plus en plus étendues; c’est la que naissent les développe-
ments en séries de fractions rationnelles, en séries de polyndmes, en séries
sommables, etc. C’est peut-étre sur ce point qu'il faut plus spécialement
inviter le néophyte a4 se reporter rapidement aux autres volumes de la
Collection.

Tout ceci termine le corps principal du volume ; il faut d’abord y
adjoindre trois notes, déja publiées dans la premiére édition, sur La notion
de puissance, La croissance des fonctions et La notion de fonction en
général. Tout d’abord il faut approfondir la notion générale de puissance
et montrer gqu’au dela du continu il y a des ensembles de toutes les puis-
sances possibles; on y arrive en montrant qu'au dela d’'un ensemble donné
il y a toujours un ensemble de puissance supérieure d’une unité au moins.
Soit f(x) une fonction ne prenant jamais, quel que soit &, que les valeurs
0 ou 1 mais bien déterminée quand on donne x. Elle permet de faire corres-
pondre a I'ensemble dénombrable type 1, 2, 3, ... un nombre tel que

0, 1011010001101 ...

qui, dans le systéme binaire, peut étre un nombre rationnel ou irrationnel
quelconque ; I'ensemble de tels nombres a la puissance du continu. Si main-
tenant x est dans le continu, une seule des fonctions f(x) sera élément d'un
ensemble de puissance supérieure a celle du continu. Pour que cette affir-
mation soit remplacée par une véritable démonstration, je ne puis évidem-
ment que renvoyer a l'ouvrage de M. Borel, mais elle a un caractére mani-
festement intuitif, qui montre bien que la théorie des ensembles a aussi ses
procédés d’intuition grandement propres a faciliter la découverte.

Pouvons-nous maintenant nous représenter ces ensembles ayant une puis-
sance plus élevée que celle du continu, pouvons-nous en avoir une représen-
tation tangible comparable a celle qui concerne les étres géométriques ? La
question est épineuse: elle a donné lieu et donne encore lieu a bien des
discussions.

De méme la théorie de la croissance des fonctions nous montre qu'apres
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avoir rangé des fonctions croissant de plus en plus vite suivant un ensemble
dénombrable, on peut, en cherchant 4 continuer le rangement, sortir de cet
ensemble. L’infini ordinaire correspondant & la suite des nombres entiers
ne suffit pas ici; il faut faire intervenir un infini nouveau ou transfini.

De la des polémiques entre MM. Hadamard, Borel, Lebesgue, Baire, fort
suggestives a coup sGr. mais ou chacun a peut-é&tre conservé une partie de
ses positions.

Signalons aussi que le public extramathématique a été mis au courant
de telles questions par des articles élémentaires mais extrémement soignés,
publiés par la Reyue philosophique, la Revue du Mois, la Revue de Méta-
physique et de Morale. Ces articles, que M. Borel nous redonne ici, pour-
ront étre d une étude extrémement précieuse pour le débutant. Il pourra y
acquérir facilement des idées générales qu’il transformera ensuite en idées
vraiment mathématiques en revenant & la premiére partie du volume. Ce
sont ces Polémiques sur le transfini qui constituent une quatriéme Note,
laquelle est la premiére pour la nouvelle édition. La suivante est consacrée
aux Probabilités dénombrables ; ces probabilités se placent entre les pro-
blemes d’analyse combinatoire ou tous les éléments sont en nombre fini et
les probabilités dites géométriques ol les éléments forment des ensembles
continus.

La derniére Note s’intitule La théorie de la mesure et la théorie de l'inté-
gration. M. Borel cherche a revenir, par ses propres méthodes, aux si
importants résultats dus a M. Lebesgue. Je n’ai ici que quelques lignes
pour montrer comment la mesure et I'intégration sont intimement liées et
je ne puis le faire, & coup sar, que d’une fagon bien grossiére. Considérons
cependant l'archaique définition de l'intégrale qui correspond a une aire
limitée par une courbe continue ordinaire y = f(x), par I'axe Ox et par
deux ordonnées d’abscisses a et . L’intervalle ou segment (a, b) de l'axe
Ox a pour mesure la somme des dx le composant. I intégrale considérée
est de méme une somme de ces dx aprés que chacun a été multiplié
par f(x). Or remplacons le banal segment (@, b) par un ensemble différent
du continu, mais ayant cependant, comme lui, une mesure; on doit évidem-
ment pressentir qu’il y a une généralisation de I'intégrale a découvrir dans
un tel ordre d'idées. Ce n’est peut-étre ni treés clair, ni trés précis, mais,
en ce point comme en beaucoup d’autres, je devrais réussir au moins &
éveiller une intense curiosité envers un ouvrage qui a largement fait ses
preuves et qui se trouve maintenant augmenté d’'une maniére particuliere-
ment heureuse. A. BunL (Toulouse).

Louis pe Contenson. — La certitude mathématique. Les fondements ma-
thématiques dans Uhypothése de la philosophie critique. (Systéme carté-
sio-kantien). — 1 vol. gr. in-8° de 93 p.; 3 fr. 25; Gauthier-Villars, Paris.

Ce travail reproduit une grande partie d'un article du méme auteur, inti-
tulé: L'Innéisme kantien des fondements mathématiques et publié dans la
Revue de Philosophie au début de 1914.

C’est une critique de bien des conceptions kantiennes et javoue qu’a la
lecture des premiéres pages je me suis demandé avec inquiétude si M. de
Contenson n’allait pas se briser les dents sur une lime particuliérement
dure. Eh bien, non! Il y a la un travail des plus consciencieux et des plus
profonds qui oppose les mathématiciens philosophes comme Descartes et
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