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SUR LE TRINOME DU SECOND DEGRE

PAR

M. Paul Sucnar (Pau).

1. — On sait que M. GErarp aramené a trois les cing conditions
de M. Girod, pour exprimer (ue deux nombres «, 8, comprennent
entre eux les racines d'une équation du second degre.

Je me propose d’abord de retrouver différemment ces mémes
conditions, j'indique ensuite une méthode me permettant de ré-
soudre a la fois le probleme du classement des racines d’une
équation du second degré par rapport a deux nombres donnés ou
bien par rapport aux racines d’une autre équation du second
degre.

2. — Soient,

(1) f(x) = ax® + bx + ¢ =0

I'équation donnée et a, § (@« <f), les deux nombres donnés,
et 2”, les racines de 'équation (1); nous aurons le classement
particulier, =

Q

) ,

4 R
o, x', a", |

si on a les conditions ;
A>0, a/—a>0, fﬂ——:c'>0, a2 —a >0, E—a”" >0,

ou A est le discriminant de I’équation (1). Remarquons que les
quatre derniéeres conditions sont équivalentes aux deux suivantes :

2 — a 2" —

g ey

ou aux deux autres;

(@ —o)(f—a) >0 (& —a)(B—a") >0
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donc les cinq conditions précédentes sont équivalentes aux trois
conditions:
x — a a' — o
T L 0,
((l) A > 0 (3 — 1_/ > 0 (j _ .’X,'” >

M A>0 W —alE—a) >0 @ —a (=) >0,

ces conditions étant évidemment nécessaires et suffisantes. Ces
deux svstemes peuvent d’ailleurs étre remplacés parles suivants,
équivalents et symétriques par rapport aux racines 2’ et 2”;

, ' —a a" ' —o " —
w4

— L o
(1) A>0 (;_x"(s——x”>0' @—__—1—+g‘1_;">0

(v") A>0 (2" — a)(f — a’) (2" — o) (f — 2") > 0 :
@ — @) (5 — &) + (" — a) (5 — ") >0,

2 — o + - _ 2¢ + [)(OE + ﬁ) —|— 2[[7.‘(3
f — a’ p—a" f(8)
et
x—a X" —a  fla)
Py ey A TR

et le systeme («') est done,

(W) A>S0 [flal fI5) >0 fiB)2 + blx + §) + 2aaf) < 0

et on a ainsi les trois conditions de M. Gérard. Le systeme (¢')
peut s’écrire,

(V) A>0, fla). /(B >0, a(2¢—+ blo 4 ) + 2aab) + 62— bac >0,

ou 'on remarque que le premier systéme est plus avantageux que
le dernier, la derniére condition étant linéaire par rapport aux
coefficients de I'équation donnée.

3. — Les conditions («') ou (¢') peuvent étre interprétées, en

,—CZ xll

effet, les nombres ep— et g sont racines de 1'équation

du second degré transformée homographique de (1), la transfor-
mée étant ;

et on retrouve ainsi la méthode méme de M. Gérard, ou 1'on re-
marque qu’il n’est pas nécessaire de former explicitement cette
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équation transformée, puisque 'on connait d’apres («') les condi-
tions auxquelles doivent satisfaire les racines de cetle derniere
équation. Remarquons aussi que si nous formons l'équation;

(2) ola) = ax® — (o 4+ Blo 4 af =0

ayant pour racines les nombres donnés a et 8, les conditions (¢’
expriment précisément les conditions que l'on doit écrire si l'on
veut classer les racines de I’équation (1) par rapport aux racines
de I'équation (2] pour avoir Uorvdre,

% .’lf, P (j :

ou comme dans le cas précédent, a effectuer sur (1) la transfor-
mation y = (x — a)(f — x) et a écrire que l'équation a deux
racines positives.

4. — Je me propose dans ce qui va suivre de résoudre en m’ap-
puyant sur quelques considérations géométriques le probléme du
classement des racines de I'équation (I} par rapport a deux
nombres donnés, ou par rapport aux racines d’'une autre équation
donnée. Construisons la courbe définie par 'équation ;

(3) g =2 — (a4 Bla + af .

et soit,
(%) Yy = mx + n

e . : . ; .
¢quation d’une droite qui rencontre la courbe en deux points

ayant pour abscisses les vacines 2’ et 2" de 'équation (1), on aura

les valeurs de m et n, en écrivant que I'équation aux abscisses,
mx 4 n =2 — (a + [la + of ,

de la rencontre de la droite définie par 1'équation (4) avecla courbe

L’Enscignement mathém., 17¢ année, 1915. 4
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définie par I’équation (3) a les mémes racines que ’équation (1),
on a donc;
L a4+ 34+ m__ af—mn

a b T ¢

et I'équation (4) peut s’écrire,

. b ¢
(9) y—= — [« 3 — )x al — —
o Sl Bl E e ol -
Si nous menons les tangentes & la courbe (3) aux points A et B
d’abscisses « et § et si nous désignons par E, le point commun de
rencontre de ces tangentes avec 'axe de la courbe dont I'équation
est ;
2
a i
16) st

Sl s

2

on sait d’apres une propriété de la parabole que le sommet D de
la parabole estle milieu de la sous-tangente CE, et comme

(5 — al? -

’

Ch = —

4
donc

v (B—a)?
(1] —————2'——

,\
~
-~

Si nous désignons par y Uordonnée du point d’intersection de
la droite (5) avec I'axe de la parabole définie par I'équation (6), on
trouve en effectuant le calcul

L s

(8] . __ e+ FiB)

y=- 2a )

Ceci posé, les classements possibles sont;

VA N/ W4 n . 4 (= g,

x, X, gj y X ’ x, @, X, B ’ X, o, jj y & ’
’ /) ’ 14 ’ n

X ’ .%'/, %, 3 " o, |8 y X, X ; a, X, X, 5

L.es ordonnées correspondants a 2’ et 2" sont d’apres (3) ¢ (x') et
@ (2"), or ces ordonnées sont de signe contraires dans le premier
et deuxieme classement et de mémes signes dans les quatre der-
niers, remarquons de plus que 1'on a,
fl2) . f(p)

ofx'). o) ="

]

9 ]

par conséquent le premier classement est possible si l'on a;

. b
fla) - f13) <0 ; e+ pt+ <0
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et le deuxieme sil'on a;

b
fla) (18 <05 wt B >0

Si 7(8). fIB) > 0, le classement possible est 'un des quatre der-
niers, or !’ ordonnee y de la rencontre des droites (5) et (6] est po-
sitive dans le troisiéeme classement et négative dans les trois der-

niers ; on aura donc le troisieme classement si 'on a;

fla)  f(B) >0 »y>0.

Dans le quatrieme ou cinquieme classement, on remarque que
l'ordonnée y est plus grande en valeur absolue que CE et infé-
rieure a CE dans le dernier cas. On aura donc le quatrieme classe-
ment si 'on a;

A>05 fla) . f1B) >0 y+

(O

L0 e b 2> 0

en ayant égard a (7), et les conditions du cinquieme classement
sont;

A>0; fla) /1B >0

o a)? b
(‘ 2 ) O(,+B+Z<O.

Enfin le sixieme classement aura lieu si 'on a;

(B — o)

A>05 fla). f(B) >0 »y<<O0; y+ >0,

or les derniéres conditions sont équivalentes a la condition

B — g)2
3'(y+(‘—.ji)><0,

donc les conditions sont,

AS0;  fla).f(B) >0 ; y(

P

(15:;&'_)_2><0

Remarquons en remplagant dans cette derniére condition y par
sa valeur donnée par (8) que cette condition peut s’écrire,

(fla) + f(B) f(“)+f)—ax@—°‘/)<0-
etcomme f(a) et /() sont de méme signe, elle peut encore s’écrire;
FEN ) 4+ F1B) — a(f — 2)*) < 0
et ou 'on remarque que l'on a;

fla) + f(8) — af — 2 = 2¢ + bla 4 B) + 24 .
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On obtient ainsi les trois conditions («”) du n° 2.

5. — Les six groupes de conditions, correspondant a ces six
classements, étant symétriques par rapport 4 a et g et I'expression
(3 — @)* étant le discriminant A’ de I'équation ;

2 — (o 4+ Bl + af =0,

Ja méme méthode nous donne le classement des racines-de I’équa-
tion (1) par rapport aux racines de cette -derniere équation sup-
posée de la forme;

% 7
o(x) = a® 4 —i;.’l’ -+ —L—, =0 ,
a a

.

il suffit seulement d’ajouter aux conditions du troisieme, qua-
trieme et cinquieme classement la condition A’ > 0.

6. — Si le point d'intersection de la droite définie par I'équa-
tion (5) avec I'axe de x’x coincide avec I'un des points A ou B, on
remarque que les équations (1) et (3) admettent une racine com-

mune, et cette racine commune est 'abscisse

C
af — —
a
Xr = —

b
a“i‘@*f‘z

de ce point d’intersection, que I'on peut encore écrire

’

C C

a’ a
= — ———

b’ b

_ — =

a a

0

cn supposant I'équation (3) mise sous la forme
a’x? - b + ¢ =0,

ct comme ce nombre est la solution commune de cette derniere
¢quation et de 'équation (1), on doit avoir

¢’ ¢

i
f—//' bl

d a

Ceci exprime la condition pour que les deux équations admettent
une solution commune, et le classement des racines n’'offre plus
aucune difficulté.
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