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ment homologiques et engendrent

les points A', B' et C.
Les triangles déterminés par

les rayons conjugués comme
a2i ^2' c2 a'h c\ soient
IIaII&Ile et Il'all'&II'c, forment
l'involution de triangles, comme
dans le cas général.

Les triangles doubles sont le
triangle ABC sur la droite p et
le point de coupe des côtés du
triangle auxiliaire soit P.

Les propriétés des triangles
conjugués prennent maintenant
la forme suivante :

1. Les lignes de jonction des
sommets homologues sont
confondues avec les droites a', be

ou c'.
2. Les lignes de jonction des

sommets non homologues comme
IlbU'c, ILblIc OU IlaH'c He II'a
etc. | passent respectivement par
A', B' ou CL

3. Dans l'hexagone IIaII'cII&
WallcWb les points de coupe des
cotes opposés sont en ligne droite
sur p et les lignes de jonction
des sommets opposés passent par
le même point P.

4. Les triangles circonscrits
à deux triangles conjugués et
dont les côtés passent respectivement

par A., B ou C sont aussi
des triangles conjugués.

Les démonstrations ou les

remarques des cas précédents
s'appliquent à priori aux
propriétés ci-dessus.

doublement homologiques et
engendrent les droites a', b' etc'.

Les triangles déterminés par
les points conjugués A2B2C2 et
A'2B'2C'2... forment l'involution

des triangles conjugués de
la même manière que dans le
cas général.

Les triangles doubles sont
d'abord le point de coupe P des
côtés du triangle fondamental,
puis le triangle ABC des points
doubles sur ces côtés.

Les propriétés des triangles
conjugués prennent maintenant
la forme suivante :

1. Les points de coupe de deux
côtés homologues sont confondus
avec les points A', B' ou CL

2. Les points de coupe de deux
côtés non homologues comme
A2B2, A'2C'2 ou A2C2, A'2B'2
etc., sont respectivement sur a',
b' ou c'.

3. Dans l'hexagone (a2) (c'2) (b2)

(a'2) (c2) (1>'2) les lignes de jonction

des sommets opposés passent

par le point P et les points
de coupe de côtés opposés sont
sur la même droite p.

4. Les triangles inscrits dans
deux triangles conjugués et dont
les sommets se trouvent
respectivement sur les droites b1

ou Cj sont aussi des triangles
conjugués.

Les raisonnements et les
démonstrations sont les mêmes

que dans les cas précédents.

§ IV. — Coniques particulières.

21. Nous nous reporterons au
cas où le triangle auxiliaire se
ramène à trois droites concou-

22. Nous reviendrons au cas
oùle triangle auxiliaire ABC se
ramène à trois points en ligne
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rantes et soit P le point de coupe
des côtés ax, bx et cx. Nous
considérerons maintenant les
involutions de rayons en A, B et C

puis les involutions de points
sur ax, bx et cx. Les rayons
conjugués a2, &2, puis <r/2, ô'2, c'2

droite, et soit cette droite.
Nous considérerons ensuite les
involutions de points sur les
côtés fondamentaux ax, bx,
puis les involutions de rayons
en A, B et C. Les points conjugués

A2, B2, C2 et A'a, B'2, C'2

déterminent deux triangles
conjugués de l'involution de
triangles, § II, n° 13. Les points
conjugués A2B2C2 puis A'2B'2C'2
déterminent à leur tour deux
triangles conjugués de l'involution

dualistique du § III, n° 18.

déterminent deux triangle s

conjugués de l'involution de
triangle du § II, n° 14. Les rayons
conjugués a2, b2, c2 puis a\, &'2,

c\ déterminent à leur tour deux
autres triangles conjugués de
l'involution de triangles du § III,
n° 19.
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1 Ces deux paires de triangles
associés dans le triangle
fondamental ABC donnent lieu aux
propriétés suivantes : (Fig. 5.)

Ces deux paires de triangles
associés dans le triangle
fondamental A1B1C1 donnent lieu aux
propriétés suivantes : (Fig. 6.)
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1. L'hexagone IIaIFbIIcIFaIIbIFc

peut être inscrit dans une
conique C1. La droite de Pascal
de l'hexagone est la polaire tri-
linéaire p de P.

Voir prop. 3, n° 13.

2. L'hexagone A2C,2B2À/2C2B'2
est circonscriptible à une autre
conique Le point de Brian-
chon de l'hexagone est le point P.

Ceci est de toute évidence
puisque les lignes de jonction
des sommets opposés sont les
droites ai3 hi y ci par P.

3. Les deux triangles conju-
jugués IL IIb IC et IFalFbU'c sont
inscrits dans la conique et
circonscrits à la conique K4. Les
droites de jonction de chaque
sommet avec le point de tangence
du coté opposé sur K1 passent
toutes les six par le point P.

Soient les points de tangence
1 opposé à IIa, 2 opposé à IFa,
3 opposé à lié, 4 à IFb, etc.,
Nous étudierons la droite IFa— 2 ;

elle passe par P; en effet, dans
l'hexagone circonscrit A — 2

— C2 — A'2 — IF« -- C'2 — A,
les côtés A — 2 et 2 — C2 sont
confondus avec la tangente en 2 ;

les diagonales par les sommets
opposés sont A — A'2, 2 :— IFa
et C2 — C'2. Les diagonales
A — A'2 et C2 C2 se coupent
évidemment en P, donc la
troisième 2 — IFa passe également
par P.

4. Etant donné les deux
triangles conjugués IIa IIb Ile et
IFalPblFc circonscrits à la conique

K j la ligne de jonction des

points de tangence de deux côtés
d'un même triangle passe par le

L'Enseignement mathém., 17e année, 1915

1. L'hexagone (aj [c'j [bj [a'j
(c*2) [b'j peut être circonscrit à

une conique K2. Le point de
Brianchon de la figure est le

pôle trilinêaire P de la, droite
donnée p.

Voir prop. 3, n° 14.

2. L'hexagone de côtés a2, e'2,

b2, a'2, c2, b'2 ou de sommets
A2C'2B2 A'2C2B'2 est inscriptihle
dans une conique C2. La droite
de Pascal de la figure est p.

Les côtés opposés coupent
évidemment en A, B, C sur la
la droite p.

3. Les deux triangles conjugués

A2B2C2 et A'gB'gC'g sont
inscrits dans la conique C2 et
circonscrits à la conique K2. Les
points de coupe de chaque côté
avec la tangente de C2 par le
sommet opposé sont tous les six
sur p.

Nous considérerons le côté
B'2C'2 ou (a'j et la tangente de
C2 par A'2. Nous admettrons
que ces droites se coupent en ej
et nous démontrerons que ce
point est bien sur p.

En effet, dans l'hexagone inscrit

formé par la tangente en
A'2 et les sommets B2B'2C2C'2,
les points de coupe des côtés
opposés sont e\ pour la
tangente en A'2 et le côté B'2C'2
puis C pour A'2B2 et C2C/2 et
enfin B pourB2B'2 et C2A'2. Le
point e\ est donc bien sur la
droite BC ou p.

4. Etant donné les deux
triangles conjugués A2B2C2 et
A'2B'2C2 inscrits dans la conique

C2S le point de coupe des

tangentes par deux sommets
d'un même triangle se trouve



302 L. C RE LIE R

point de coupe des côtés
correspondants des deux triangles
primitifs ABC et b1 ci par P.

Nous prendrons les points de

tangence sur les côtés et
1ILIIL, soient 4 et 6. Les côtés
correspondants des triangles
primitifs seront BC ou a et ax

par P, avec le point de coupe
en A'.

Considérons ensuite l'hexagone

circonscrit A2 — 4 — B
— A'2 — 6 — C — A2 dans
lequel les tangentes IIaIIa — BA2
et WaIIL — CA'2 avec leurs
points de tangence 4 et 6

comptent comme deux côtés de
l'hexagone.

Les diagonales par les sommets

opposés sont A2A'2 ou AA',
4 — 6 ou la ligne de jonction
des points de tangence, puis BC
ou le côté a. Comme A' est sur
a, la droite 4 — 6 passera par AL

5. Etant donné les deux
triangles IIa IIb IL et IFalLblLc
circonscrits à la conique Ki? la
ligne de jonction des points de

tangence 3 et 2 relatifs à un
côté b2) du premier triangle
et un côté (a'2) du second, passe
par le point correspondant D2.C

de la droite p.
En effet, clans l'hexagone

circonscrit 2 — IIL — A'2 — 3 —
II« — B'2 — 2 les lignes de jonction

des sommets opposés 2 — 3,
II« — IIL, A'2 — B'2 sont
concourantes ; les deux dernières
passent par EL.e sur p (voir § 2,
n° 11 et 13, chiff. 2) ; 2 — 3 passe
donc par D2.6.

Ceci subsiste pour 5 — 6 et
4 — 1, puis pour les groupe-

toujours sur la droite de jonction

du point P au sommet
correspondant du triangle
fondamental.

Soient les tangentes par B'2
et C'2 ; elles se coupent en un
point tb'c' et nous avons à

démontrer que ce point se trouve
sur la droite A Al ou a\

Considérons ensuite l'hexagone

inscrit B2 — B'2 — B'2 —
C2 — C'2 — C'2 — B2, dans
lequel les tangentes en B'2 et en
C2 sont considérées comme
côtés par deux sommets infiniment

rapprochés.

Les points de coupe des côtés
opposés sont tb'c' pour la
tangente en B'2 et celle en CL, A^

pour B2B'2 et C2C'2? puis A

pour B'2C2 et B2 C'2. Ces points
étant en ligne droite, tb'c' est
donc bien sur Ai A ou ci\

5. Etant donné les deux
triangles conjugués A2B2C2 et
A/2B/2C,2 inscrits dans la conique

C2? le point de coupe des

tangentes par deux sommets
quelconques, pris un sur chaque
triangle, B2 et CL par exemple,
est situé sur le rayon correspondant

d2.a par Ax et P.
En effet, dans l'hexagone

b2 - b2 — c2 - cl — cl -BL — B2, les points de coupe
des côtés opposés sont ha sur
les tangentes en B2 et C'2 puis
Ai sur C2C2 et B2B'2, et enfin
kaa' sur B2C2etBLCL- La droite
Axkaa' est également le rayon
double d-i.a (voir § 2, n° 14,
chiff. 1). Donc tbc' est sur d-i.a.
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ments analogues relatifs à D2.a

et D2.è.

6. Etant donné deux paires de
côtés opposés dans les deux
triangles conjugués circonscrits à
la conique Kd, comme IIaIIb et
II'aH'b puis IL Ile et Il'all'c, le

point de coupe des lignes de

jonction des points de tcingence
des côtés opposés est aussi le

point de coupe de la ligne de

jonction des sommets correspondants

Hall'a avec le côté
correspondant par P du triangle
auxiliaire.

Dans l'hexagone circonscrit
II 'a — 4 — A, — IL — 3 —
A'2 — IF«, les tangentes en
4 et 3 avec leurs points de tan-
gence sont comptées comme
deux côtés de la figure.

Le point de Brianchon sera
sur les diagonales IlalLa, 3 — 4

et A2A'2. La première est la
ligne de jonction des sommets
lia et ILa et la troisième est un
côté ax du triangle auxiliaire.
La seconde, qui est la ligne de

jonction des points de tangence
des côtés opposés, passera donc
par l'intersection nd des deux
autres. Un même raisonnement
nous permet d'établir que la
ligne de jonction des autres
points de tangence 5 et 6 passe
également par iri.

Nous avons de même sur
bi et 7t3 sur cl.

Nous avons encore vu
précédemment (n° 13, c Iii IL 1), que
II«ILa rencontre BC en D2.a et

que les points D2.a, ÏU.b et D2.c

sont en ligne droite sur/?.

6. Etant donné deux paires de

sommets opposés dans les deux
triangles conjugués inscrits dans
la conique C2, comme B2B'2 et
C2C'2, la ligne de jonction des

points de coupe tbb' et tcc' des

tangentes par les sommets opposés

passe également par le point
de coupe des côtés correspondants

B2C2 et B/2C/2 et par le
sommet A sur p du triangle
auxiliaire.

Dans l'hexagone inscrit
B2 - B2 - c2 - B'2 — B'2 -
C2 — B2, les tangentes en B'2 et
en B2 sont comptées comme
lignes de jonction de deux sommets

infiniment rapprochés.
La droite de Pascal de cet

hexagone est déterminée par
tbb' comme intersection des
tangentes en B2 et B'2, A comme
intersection de B2C'2 et B'2C2
puis par kaa' comme intersection

de C2B2 et C'2B'2. Le point
de coupe des tangentes en B2
et B'2 est donc bien sur la droite
A kaa'- Par un même raisonnement

nous pouvons encore montrer

que les tangentes en C2 et
CL se coupent également en un
point tec' de cette même droite
Pi-

Nous avons une ligne analogue

/?2 par B et une p3 par C ;
celle par B passe par kbb> et celle
par C passe par kcc'.

Nous pouvons également
rappeler que kaa' est aussi sur Ai P

d'2.a et que les trois droites
d'i.a

-)
d-2.b, d-2 c passent par P.
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D'après ce qui précède et par
rapport à la conique Kd

A est le pôle de la droite 1 —tt3 — iz2— 2

B >) » 3 — Tili 7Tg 4

G ® 5 7Z2 TCj — 6

A 2 » » » » 4 — 5 - 13
o^2.«

A'2

M
A'
ö2a

6 __ 3 — D,
BG <2

lia n'a
AA' ~ a±

2 a

D'après ce qui précède et par
rapport à la conique C2

(t\ est la polaire de ta

fh »

ö2) »

Cl'a) »

» t
» t(.

g tb

» t

bb'

b'c
Pi par A est la polaire de Ai
a\ » A » » » kai

S, AiP » m i A.

Donc P est le pôle de la droite
p par rapport à la conique KA.

7. Etant donné deux sommets
non consécutifs de l'hexagone
A2 C'2 B2 A'2 C.B', circonscrit à Ki,
/es lignes de jonction des points
de tangence des tangentes issues
de chaque point considéré se

coupent toujours sur le côté
correspondant du triangle auxiliaire,
et ce point de coupe est le pôle
de la ligne de jonction des deux

p o in ts prim it ifs.
Nous considérons les sommets

C2 sur CC' et B2 sur BB'. Les

points de tangence sont 2 et 3

par rapport à C2 et 1 et 6 par
rapport à Br La droite AA' est
la polaire de D2.a- Comme B2C2

passe par D2# son pôle qui est
à l'intersection des droites 2 — 3

et 1 — 6, en cq sera sur AA'.
Donc oq pôle de B2C2 est bien

sur le côté du triangle
auxiliaire. Le même raisonnement
s'applique aux points «2 sur bx

Si nous considérons les sommets

C'4 et B'2 sur les mêmes
droites c\ et b±, nous trouvons
un pôle Yi tie C'2 — B'2 qui est
sur aA parce que C'2 — B'2 passe
aussi par D2.a-

La droite p passant par A, B et
C est la polaire de P par
rapport à la conique C2.

7. Etant donné deux côtés

non consécutifs de l'hexagone
A2C'2B2A2C2B2 inscrit dans C.2,

les points de coupe des tangentes
menées par les extrémités de

chaque côté sont situés sur une
droite passant par le troisième
sommet du triangle auxiliaire et
étant la polaire du point d'intersection

des côtés primitifs.

Nous considérerons les côtés
A2B'2 par C et A'2C2 par B. Le

point de coupe de ces côtés est

en II# sur d2.a>

Le point de coupe des
tangentes par A2 et B'2 s'appelle
tab' et celui des tangentes par
C2 et A'2 s'appelle tCa> • La droite
tab'tea' est évidemment la polaire
de II# sur d2.a, donc elle passe

par le pôle A de d2.a. Nous
désignerons cette polaire par ai.

Nous aurons de même a2 en
B et «3 en. C.

Les côtés b\ ~ A2C'2 par B
et c\_ — A'2B2 par C se coupent
en IYa sur aA et donnent jq comme
polaire de IP#. Cette polaire
passe également par A.
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Nous trouverons de même y2

sur bi et y3 sur c\
8. Etant donne deux sommets

non homologues des triangles
conjugués IIa IIb Ile et H'allbll'c,
comme IFb et IIC puis IIb et IFC,
les lignes de jonction des points
de tangence des tangentes de Ki
issues de ces points se coupent
sur le côté correspondant du
triangle auxiliaire, et ce point
de coupe est le pôle de la ligne
de jonction des points primitifs.

Soient donc IFb et IIC les
premiers sommets considérés, les
lignes de jonction des points de
tangence sont 2 — 6 et 1 — 3.
Ces droites se coupent en ß±.

Comme IF^IIc passe également

par D2.a, qui est le pôle
de AA', ß± se trouvera sur la
polaire AA; ou ai de JDs.«. De
la même manière ß9 pôle de
ILIFc sera sur b1 ou BB', et ß3
le pôle de ULIF sera sur CC'
ou c\.

Avec les sommets ILIFC nous
aurons les lignes de jonction
1 — 5 et 4 — 2 qui se coupent
ê1. Ce point est le pôle IL1FC
comme cette dernière droite
passe par D2.a, se trouvera
aussi sur ax.

Les points analogues ô2 et ô3
seront sur bi et cv

9. Nous aurons en outre aA
t î

situé sur IFblIc, ßi situé sur
B2C2, yi situé sur IIbIFc et
situé sur B'2C'2.

Considérons les quatre points
2 — 3 — 6 — idela courbe K4 ;

le quadrilatère circonscrit et le
quadrangle inscrit ont les mêmes

points diagonaux, donc
B2C2 passe par ßi etIIMLpareq

Nous aurons de même y2 par
B et y3 par C.

8. Etant donné deux côtés non
homologues des triangles

conjugués (a2) (c's) (b2) (a'2J fc2) (b'2)
comme (b2) (c'2) puis (b'2)(c2), les

points de coupe des tangentes de
C2 menées par les extrémités de
ces côtés sont sur une droite qiii
passe pax le sommet correspondant

du triangle auxiliaire ; cette
droite est en outre la polaire du
point de coupe des côtés considérés.

Soient [bj} A2C2 et [cfj
A'2B'2 les côtés considérés. Les
tangentes par A2 et C2 se
coupent en tac et celles par Ar2 et
Br2 se coupent en ta'C'• La ligne
de jonction sera désignée par
ßA. Comme le point de coupe
kb.c' de ces côtés est aussi sur
d%.a, sa polaire ßi passera par le
pôle A de d-2.a. De la même
manière ß2 passera parB et ß3 par C

Avec les côtés A'2C'2 et A2B2,
les tangentes par les premiers
points se couperont en ta'd et
celles par les autres points en
tab • La droite ô1 sera la polaire
du point de coupe de ces côtés
et comme ce point de coupe est
sur d-i.a sa polaire passera par
le pôle A de d^.a-

Nous aurons ainsi ô2 par B et
ô3 par C.

9. ai passera en outre par
Tintersection de (b2) et (c'2), ßi
par l1intersection IIa de c2 et b2 ;

y1 passera par l'intersection de
(b'2) et (c2), et par IFa sur br2
et c'2.

Le quadrilatère inscrit et le
quadrangle circonscrit relatifs
aux quatre points A2C2A'2B'2
de la courbe C2 ont les mêmes
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Le même raisonnement

subsiste pour les autres points.

23. Les droites II<JI'C, II^IL,
ll&II'a forment le triangle eif2f3
dont les sommets sont sur ax,
£4, c4 et dont les côtés passent
respectivement par D2.a, D2.b,
D2.C. Ce triangle est homologi-
que avec ABC.

La conique C4 par rapport à

ce triangle joue le même rôle
que C2 par rapport à son triangle

fondamental A4 B4 C4.
Les tangentes de C4 peuvent

donc être construites comme
celles de C2.

Dans le cas spécial où ABC
est en ligne droite les points
A2C'2B2 A'2C2B'2 déterminent
un hexagone inscriptible et la
conique circonscrite se confond
avec la courbe C2 des éléments
dualistiques.

L'hexagone considéré est aussi
formé par les côtés (<z2) (c2') (&2)

(a\) (<?2)(#'2). Il est également
circonscrit à une conique K2.

Comme dans le cas plus
général nous avons aussi les points
ai > ßi > Y15 ^1 sur a\ ^es points
analogues sur b± et c4. ßi et ôi
sont les points de tangence des
côtés (<22) et [a\] avec K2 puisque

A2 et A'2 sont sur a4 passant
par P. (Fig. 4.)

points diagonaux, donc cq passe
par kbc' et ß± par II«.

Le même raisonnement est
applicable aux autres droites
du théorème.

24. Les points de coupe des
côtés {a^{a\),{b^){b\), (c2)(c'2)
forment un triangle kaa>kbb'kcd

dont les côtés passent respectivement

par A, B et C et dont les

sommets sont sur d^.a9 dz.b et^2.c-
Ce triangle est homologique
avec A4 B4 C4.

La conique K2 par rapport à

ce triangle joue le même rôle
que K4 par rapport à son triangle
fondamental ABC.

Les points de tangence de K2

peuvent être construits comme
ceux de Ki.

Dans le cas spécial où aibici
passent par le même point P,

l'hexagone K) (c'2) (£2)(a'2)(c?2)[b\)

est circonscriptible à une conique,

et celle-ci se confond avec
K4 des éléments dualistiques.

L'hexagone considéré est
aussi formé par les sommets
A2C'2B2A'2C2B'2. Il est également

inscrit dans la conique C2.
De même que dans le cas plus

général nous avons encore les
droites oq & y4, ôl par A ; ßi et
$4 sont les tangentes de C4 en
IIaetIFa, puisque le point de

coupe de II^IIC ou IF&IFC avec p
est en A. (Fig. 4.)

Bienne, juillet 1915.
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