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298 L. CRELIER

ment homologiques et engen-
drent les points A’, B’ et C'.

Les triangles déterminés par
les rayons conjugués comme
ay, b,,c, et a’y, by, ¢’, soient
I 10 et 11,117,117, forment
Iinvolution de triangles, comme
dans le cas général.

Les triangles doubles sont le
triangle ABC sur la droite p et
le point de coupe des coOtés du
triangle auxiliaire soit P.

Les propriétés des triangles
conjugués prennent maintenant
la forme suivante :

1. Les lignes de jonction des
sommets homologues sont con-
fondues avec les droites a', b’
ouwc'.

2. Les lignes de jonction des
sommets non homologues comme
HpIle, I'pIle 0w 111, II.1l',
elc., passent respectivement par
A’, B ou C'.

3. Dans Uhexagone Tl 11" 11,
I 111"y les points de coupe des
cdtés opposés sont en ligne droite
sur p et les lignes de jonction
des sommets opposeés passent par
le méme point P.

4. Les triangles circonscrits
a deux triangles conjugués et
dont les cdtés passent respecti-
vement par A, B ou C sont aussi
des triangles conjugués.

Les démonstrations ou les
remarques des cas précédents
s’appliquent & priori aux pro-
priétés ci-dessus.

doublement homologiques et
engendrentles droitesa’,b'etc’.

Les triangles déterminés par
les points conjugués A,B,C, et
A’ B’,C/,... forment linvolu-
tion des triangles conjugués de
la méme maniere que dans le
cas général.

Les triangles doubles sont
d’abord le point de coupe P des
c6tés du triangle fondamental,
puis le triangle ABC des points
doubles sur ces cotés.

Les propriétés des triangles
conjugués prennent maintenant
la forme suivante :

1. Les points de coupe de deux
cotés homologues sont confondus
avec les points A', B" ou C'.

2. Les points de coupe de deux
cotés non homologues comine
AB,, A'C', ou A,C,, A’ B,
etc., sont respectivement sur a’,
b’ ou ¢’.

3. Dans Uhexagone (a,)(c’,)(b,)
(a’,) (cy) (b',) les lignes de jonc-
tion des sommets opposés pas-
sent par le point P et les points
de coupe de cotés opposeés sont
sur la méme droite p.

4. Les triangles inscrits dans
deux triangles conjugués et dont
les sominets se trouvent respec-
tivement sur les droites a,, b,
ouw ¢, sont,aussi des triangles
conjugues.

L.es raisonnements et les dé-
monstrations sont les mémes
que dans les cas précédents.

§ IV. — Coniques particuliéres.

21. Nous nous reporterons au
cas ou le triangle auxiliaire se
rameéne a trois droites concou-

-

22. Nous reviendrons au cas
ou le triangle auxiliaire ABC se
rameéne a trois points en ligne
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rantes et soit P le point de coupe
des cotés a,, b, et ¢,. Nous con-
sidérerons maintenant les invo-
lutions de rayons en A, B et C
puis les involutions de points
sur a,, b, et ¢,. L.es rayons con-
jugués a,, b,, ¢, puis &'y, b',, ¢,

D,,

droite, et soit p cette drvoite.
Nous considérerons ensuite les
involutions de points sur les
cotés fondamentaux a,, b,, ¢,
puis les involutions de rayons
en A, B et C. Les points conju-
gués A,, B,, G, et A',, B,, C,

Fig. 5.

déterminent deuxtriangles con-
jugués de linvolution de tri-
angles, § II, n° 13. Les points
conjugués A,B,C, puis A, B',C,
déterminent a leur tour deux
triangles conjugués de l'involu-
tion dualistique du § 111, n° 18.

déterminent deux triangle s con-
jugués de linvolution de tri-
angle du § II, n° 14. Les rayons
conjugués a,, b,, ¢, puis a’,, ¥,
¢, déterminent a leur tour deux
autres triangles conjugués de
Iinvolution de triangles du § I1I,
n° 19.
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(" Ces deux paires de triangles Ces deux paires de triangles

€.  associés dans le triangle fon- associés dans le triangle fonda-

damental ABC donnent lien aux mental A, B, C, donnent lieu aux
propriétés suivantes: (Fig. 5.) propriétés suivantes: (IFig. 6.)
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1. L’hexagone LI IL I ITp1T .
peut étre inscrit dans une co-
nique C,. La droite de Pascal
de lhexagone est la polaire tri-
linéaire p de P.

Voir prop. 3, n° 13.

2 . ’ / !

2. L’hexagone A,C',B,A,C,B,
est circonscriptible a une autre
conique K,. Le point de Brian-
chonde Uhexagone estle pointP.

Ceci est de toute évidence
puisque les lignes de jonction
des sommets opposés sont les
droites a,, b,, ¢, par P.

3. Les deux triangles conju-
Jugués I 1,11 et IV 11, 1Y . sont
inscrits dans la conigue C, et cir-
conscrits a la conique K,. Les
droites de jonction de chaque
sommet avec le point de tangence
du coté opposé sur K, passent
toutes les six par le point P.

Soient les points de tangence
1 opposé a Il,, 2 opposé a II'y,
3 opposé a Il,, 4 a Il'y, ete., ...
Nous étudieronsladroite IT',—2;
elle passe par P; en effet, dans
I’hexagone circonscrit A — 2
— G, — A, — Il — €, — A,
les cotés A — 2 et 2 — C, sont
confondus aveclatangente en2;
les diagonales par les sommets
opposés sont A — A’,, 2 — 1T,
et C, — (C,. Les diagonales
A— A, et C,— (), se coupent
évidemment en P, donc la troi-
sieme 2 — [I'y passe également
par P.

4. Etant donné les deux tri-
angles conjugués 1L 1Ip1l. et
I I I e circonscrits a la coni-
que K, , la ligne de jonction des
points de tangence de deunx cotés
d’un méme triangle passe parle

L’Enseignement mathém., 17¢ anndée, 1915.

A. L’hexagone (a,)(c,)(by)(d,)
(¢y) (0'y) peut étre circonscrit a
une conique K,. Le point de
Brianchon de la figure est le
péle trilinéaire P de la droite
donnée p.

Voir prop. 3, n° 14.

2. L’hexagone de cités a,, ¢,
b,, a,, ¢,, b, ou de somimets
A,C,B,A,C,B, est inscriptible
dans une conique C,. La droite
de Pascal de la figure est p.

Les cotés opposés coupent
évidemment en A, B, C sur la
la droite p.

3. Les deux triangles conju-
gués A,B,C, et A',B,C/, sont
inscrits dans la coniqgue C, et
circonscrits a la conique K, . Les
points de coupe de chague cité
avec la tangente de C, par le
sommet opposé sont tous les six
sur p.

Nous considérerons le coté
B’,C’, ou (a’,) et la tangente de
C, par A’,. Nous admettrons
que ces droites se coupent ene,’
et nous démontrerons que ce
point est bien sur p.

En effet, dans’hexagone ins-
crit formé par la tangente en
A’, et les sommets B,B’,C,C’,,
les points de coupe des cotés
opposés sont e, pour la tan-
gente en A’, et le coté B',C/,
puis C pour A’,B, et C,C’, et
enfin B pour B,B’, et C,A’,. Le
point e’, est donc bien sur la
droite BC ou p.

4. L'tant donné les deux tri-
angles conjugueés A,B,C, et
A, B, C, inscrits dans la coni-
que C,, le point de coupe des
tangentes par deux sommets
d’un méme triangle se trouve

20
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point de coupe des cotés corres-
pondants des deux triangles pri-

mitifs ABC et a,b,c, par P.

- Nous prendrons les points de
tangence sur les cotés 11,11, et
I, Il's, soient 4 et 6. Les cOtés
correspondants des triangles
primitifs seront BC ou a et «,
par P, avec le point de coupe
en A’.

Considérons ensuite ’hexa-
gone circonscrit A, — 4 — B
— A, —6 —C—A, dans le-
quel les tangentes 11,11, = BA,

et II'4I1'y = CA’', avec leurs
points de tangence 4 et 6
comptent comme deux cotés de
I’hexagone.

Les diagonales par les som-
mets opposés sont A,A’, ou AA’,
4 — 6 ou la ligne de jonction
des points de tangence, puis BC
ou le coté a. Comme A’ est sur
a,la droite 4 — 6 passera par A’.

5. Ltant donné les deux tri-
angles 1. 1Ix1le et IVaIVp 1T cir-
conscrils a la conigue K,, la
ligne de jonction des points de
tangence 3 et 2 relatifs a un
coté (b,) du premier triangle
et un cdté (a'y) du second, passe
par le point correspondant Da.c
de la droite p.

En effet, dans I’hexagone cir-
conscrit 2 — Il'y — A/, — 3 —
II, — B’, —2les lignes de jonc-
tion des sommets opposés 2 — 3,
My —I's, A’, — B’, sont con-
courantes ; les deux derniéres
passent par D¢ sur p (voir § 2,
n° 11 et 13, chiff. 2); 2 — 3 passe
done par Da..

Ceci subsiste pour 5 — 6 et
4t — 1, puis pour les groupe-

CRELIER

toujours sur la droite de jonc-
tion du point P au sommet cor-
respondant du triangle fonda-
mental.

Soient les tangentes par B’,
et C',; elles se coupent en un
point {wos et nous avons a dé-
montrer que ce point se trouve
sur la droite AA, ou &/,.

Considérons ensuite I'’hexa-
gone inscrit B, — B’, — B’, —
c,— C', — C'y, — B,, dans le-
quel les tangentes en B/, et en
C’, sont considérées comme
cotés par deux sommets infini-
ment rapprochés.

[Les points de coupe des cOtés
opposés sont #y» pour la tan-
gente en B’, et celle en C',, A,
pour B,B’, et C,(C’,, puis A
pour B',C, et B,C',. Ces points
étant en ligne droite, fpe est
done bien sur A, A ou a/,.

5. Etant donné les deux tri-
angles conjugués A,B,C, et
A’,B',C', inscrits dans la coni-
que C,, le point de coupe des
tangentes par deux somimets
quelconques, pris un sur chaque
triangle, B, et C'y, par exemple,
est situe surle rayon correspon-
dant ds.. par A, et P.

En effet, dans [’hexagone
! A4 )
B,—B, —C, — €, — (€', —

B’, — B,, les points de coupe
des cOtés opposés sont 5 sur
les tangentes en B, et C/, puis
A, sur C,(, et B,B/,, et enfin
kaar sur B,C, et B',C',. La droite
A, kuw est également le rayon
double dsq (voir § 2, n° 14,

chiff. 1). Donec ¢y est sur daa.
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ments analogues relatifs a Da.
et Das.

8. Etant donné deux paires de
cotes opposes dans les dewx tri-
angles conjugueés circonscrits a
la coniqgue K,, comme Il.1Iy et
Iy puis 1alle et 1101,
point de coupe w, des lignes de
jonction des points de tangence
des cdtés opposés est aussi le
point de coupe de la ligne de
jonction des sominets correspon-
dants 11.11'5 avec le coté corres-
pondant a, par P du triangle
auxiliaire.

Dans 'hexagone circonscrit
e — 4 — A, — Iy, — 3 —
A', — II'y, les tangentes en
4 et 3 avec leurs points de tan-
gence sont comptées comme
deux cotés de la figure

l.e point de Brianchon sera
sur les diagonales II,11"y, 3—4
et A,A’,. La premiére est la
ligne de jonction des sommets
II, et I’y et la troisieme est un
cOté a, du triangle auxiliaire.
[.a seconde, qui est la ligne de
jonction des points de tangence
des cOtés opposés, passera donc
par l'intersection =, des deux
autres. Un méme raisonnement
nous permet d’établir que la
ligne de jonction des autres
points de tangence 5 et 6 passe
également par =, .

Nous avons de méme 7, sur
b, et m, sur c,.

Nous avons encore vu précé-
demment (n° 13, chiff. 1j, que
1I,II'y, rencontre BC en D2_a et
(que les points -D_-_),a, Doy et Do
sont en ligne droite sur p.
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6. Etantdonné deux paires de
sommets opposés dans les deux
triangles conjuguésinscrits dans
la conique C,, comme B,B', et
C,C',, la ligne de jonction des
points de coupe tpy el tee des
tangentes par les sommets oppo-
sés passe également par le point
de coupe des cotés correspon-
dants B,C, et B',C', et par le
sommet A sur p du triangle
auxiliaire.

Dans I’hexagone inscrit

B,— B, —(C,—DB,— B,
C, — BG,, les tangentes en B’ et
en B, sont comptées comme
lignes de jonction de deux som-
mets infiniment rapprochés.

La droite de Pascal de cet
hexagone est déterminée par
tpy comme intersection des tan-
gentes en B, et By, A comme
intersection de B,(, et B,C,
puis par k.e comme intersec-
tion de C,B, et C',B’,. Le point
de coupe des tangentes en B,
et B', est donc bien sur la droite
Akaw. Par un méme raisonne-
mentnous pouvonsencore mon-
trer que les tangentes en C, et
(', se coupent également en un
point ¢, de cette méme droite
Py .

Nous avons une ligne analo-
gue p, par B et une p, par C;
celle par B passe par /sp et celle
par C passe par ke .

Nous pouvons également rap-
peler que %qa est aussi sur A, P
= da.q et que les trois droﬁ;es

da, dop, dae passent par P.
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D’apres ce qui précede et par
rapport a la conique K,

A est le pole de la droite 1 — 7y — m,—2

B » » » y 3 —Tmy—mng—h
C » D) ) » 5—7:2-—-—7':1——-6
A, » » » p & —D5 — T)‘z‘ “
Aly N » 6—3 — ]—3_2 @
7~ » » » » BC = a
Ay » » y 11174

59 » » » » AA == ay

Donc P est le péle de la droite
p par rapport a la conique K, .

7. Etant donné deux sommets
non consecutifs de (hexagone
A, C,B,A,C, B, circonscrita I,
les lignes de jonction des points
de tangence des tangentes issies
de chaque point considéreé se cou-
pent toujours sur le coté corres-
pondant du triangle auxiliaire,
et ce point de coupe est le pdle
de la ligne de jonction des deux
points primitifs.

Nous considérons les sommets
C, sur CC' et B, sur BB’. Les
points de tangence sont 2 et 3
par rapport a C, et 1 et 6 par
rapport & B,. La droite AA’ est
la polaire de Ds,. Comme B,C,
passe par Ds, son podle qui est
a l'intersection des droites 2—3
et 1 — 6, en &, sera sur AA'.

Donc a, pole de B,C, est bien
sur le cOté @, du triangle auxi-
liaire. I.e méme raisonnement
s’applique aux points e, sur b,
et a, sur c,.

Si nous considérons les som-
mets (', et B/, sur les mémes
droites ¢, et b,, nous trouvons
un pole y, de ', — B', qui est
sur a, parce que (', — B', passe
aussi par Dag.

D’apres ce qui précede et par
rapport & la conique C,

a; estla polaire de ¢

ad
1)1 » » » tbbl
Cq » » LI
(ag) » » » .
(a'q) » » CR Y
P, par A estla polaire de A,
7 o
a’y » A » » » /”aa'
dza:AlP » » AL

La droite p passant par A, B et
C est la polaire de P par rap-
port a la conique C,.

7. Etant donné deux cdlés
non consécutifs de hexagone
A,C,B,A,C,B, inscrit dans C,,
les points de coupe des tangentes
menées par les extrémités de
chaque coté sont situés sur une
droite passant par le troisieme
sommet du triangle auxiliaire et
étant la polaire du point d’inter-
section des cotés primitifs.

Nous considérerons les cotés
A,B’, par C et A',C, par B. Le
point de coupe de ces cOtés est
en 1, sur da.g.

Le point de coupe des tan-
gentes par A, et B, sappelle
tor et celui des tangentes par
C, et A, s’appelle tcw . Ladroite

2 g 5 AR '
ta teqr €5t évidemment la polaire
de Il, sur d2., donc clle passe
par le pole A de da.o. Nous dé-
signerons cette polaire par a,.

Nous aurons de méme «, en
B et o, en C.

Les cotés b', = A,C', par B

), ——— I 2]
et ¢/, —= A’,B, par C se coupent
enIl’ysura, et donnenty, comme
polaire de I1',. Cette polaire
passe également par A.
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Nous trouverons de méme 7,
sur b, et y, sur ¢,

8. Etant donné deux sommets
non homologues des triangles
conjugueés 1L 1L 11 et 111 1T,
comme I1'y et 1. puis 1y et II'.,
les lignes de jonction des points
de tangence des tangentes de K,
Issues de ces points se coupent
sur le cotée correspondant du
lriangle auxiliaire, et ce point
de coupe est le pdle de la ligne
de jonction des points primitifs.

Soient donc I et Il les pre-
miers sommets considérés, les
lignes de jonction des points de
tangence sont2 — 6 et 1 — 3.
Ces droites se coupent en §,.

Comme II''Il. passe égale-
ment par Dag, qui est le pole
de AA’, B, se trouvera sur la
polaire AA* ou a, de D:,. De
la méme maniere B, pole de
1.1l sera sur b, ou BB’ et 3,
le pole de II';Il, sera sur CC’
ou ¢, .

Avec les sommets IT,II. nous
aurons les lignes de jonction
1 —5 et &—2 quise coupent
d,. Ce point est le pole 11,11,
comme cette derniére droite
passe par D:a, J, se trouvera
aussi sur a, . '

l.es points analogues 0, et 0
seront sur b, et ¢,.-

9. Nous aurons en outre a,
situe sur I'nle, B, situé sur
B,C,, 7, situé sur 1L 11, et 0, si-
tué sur B’,C/,

Considérons les quatre points
2—3—6—1delacourbe K ;
le quadrilatere circonscrit et le
quadrangle inscrit ont les mé-
mes points diagonaux, donc
B,C, passe par 8, et 11,11, pare

3

305

Nous aurons de méme y, par
B et y, par C.

8. Etant donné deux cdtés non
homologues des triangles con-
Jugueés (a,) (¢y) (by) (&) (cy) (b7y)
comme (b,}(c',) puis (b'y)(c,), les
points de coupe des tangentes de
C, menées par les extremités de
ces cotés sont sur une droite qui
passe par le sommet correspon-
dant du triangle auxiliaire ; cette
droite est en outre la polaire du
point de coupe des cités consi-
déres.

Soient (b,)=A,C, et (¢’
A’,B’, les cotés cons1deres Les
tangentes par A, et C, se cou-
pent en /g4 et celles par A’, et
B’, se coupent en fy-. lLa ligne
de jonction sera désignée par
g,. Comme le point de coupe
kyo de ces cOtés est aussi sur
da.a, sa polaire 3, passera par le
pole A de da... De la méme ma-
niere 3, passera par B et §, par C.

Avec les cotés A, C', et A,B,,
les tangentes par les premiers
points se couperont en fy. et
celles par les autres points en
tab. La droite d, sera la polaire
du point de coupe de ces cotés
et comme ce point de coupe est
sur ds, sa polaire passera par
le pole A de da.g.

Nous aurons ainsi d, par B et
d, par C.

9. o, passera en oulre pa/"
Uinter secaon de | bQ) t(c'y), B,
par Uintersection 11, de c, et b
Y. passera par Ulntersection de
(b%y) et (c,), et 0, par Iy surb’,
et c',

Le quadrilatére inscrit et le
quadrangle circonscrit relatifs
aux quatre points A,C,A’,B’,
de la courbe C, ont les memes

gl =2
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l.e méme raisonnement sub-
siste pour les autres points.

23. Les droites II,11';, II'511.,
11,11, forment le triangle ¢, ¢, ¢,
dont les sommets sont sur «,
b,, ¢, et dont les coOtés passent
respectivement par Ds.a, D2,
Da.. Ce triangle est homologi-
que avec ABC.

La conique C, par rapport a
ce triangle joue le méme role
que C, par rapport & son trian-
gle fondamental A, B, C,.

Les tangentes de C, peuvent
donc étre construites comme
celles de C, .

Dans le cas spécial ou ABC
est en ligne droite les points
A,C",B,A’,C,B’, déterminent
un hexagone inscriptible et la
conique circonscrite se confond
avec la courbe C, des éléments
dualistiques.

[.’hexagoneconsidéré estaussi
formé par les coOtés (a,)(c,') (b,)
(@'y)(cy)(b',). 11 est également
circonscrit a une conique K,.

Comme dans le cas plus gé-
néral nous avons aussi les points
e, 8,,7,,9, sur a, et les points
analogues sur &, et ¢,. B, et d,
sont les points de tangence des
cotés (a,) et (a',) avec K, puis-
que A, et A’, sont sur a, passant

par P. (Fig. 4.)

CRELIER

points diagonaux, donc a, passe
par ky et 8, par Il,.

Le méme raisonnement est
applicable aux autres droites
du théoréme.

24. les points de coupe des
cotés (ay)(a'y), (B)(B's), (o) (")
forment un trlangle kaa//ltbb//i'cd
dont les c6tés passent respecti-
vement par A, Bet C et dont les
sommets sontsur da, . dopetdse.
Ce triangle est homologique
avec A, B, C,.

La conique K, par rapport a
ce triangle joue le méme role
que K, par rapporta son triangle
fondamental ABC.

Les points de tangence de K,
peuvent étre construits comme
ceux de K, .

Dans le cas spécial ot a, b, ¢,
passent par le méme point P,
I’hexagone (a,)(c¢'y)(y)(@'5)(cy)(&',)
est circonscriptible a une coni-
que, et celle-ci se confond avec
K, des éléments dualistiques.

[’hexagone considéré est
aussi formé par les sommets
A,C,B,A,C,B,. Il est égale-
ment inscrit dans la conique C,.

De méme que dans le cas plus
général nous avons encore les
droites «,, 8,,7,,90, par A; g, et
d, sont les tangentes de C, en
I1, et IT';, puisque le point de
coupe de 11,1l; ou II':1I'; avec p
est en A. (Fig. 4.)

Bienne, juillet 1915.
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