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PROPRIETES

Nous pouvons encore remar-
quer que le coté AB formé de
deux rayons simples confondus
représente les deux rayons con-
jugués du coté AC et récipro-
quement, ACreprésentelesdeux
rayons simples confondus con-
jugués du coté AB.
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Nous pouvons observer égale-
ment que les deux points con-
jugués du sommet C, par exem-
ple, sont confondus en B, et
réciproquement, les conjugués
de B, sont confondus en C,.

§ III. — Autres cas spéciaux du groupement des involutions.

17. Le triangle fondamental
est une droite ABC ou p et le
triangle auxiliaire A, B,C, est
quelconque. (Fig. 3.) -

Les observations et les rai-
sonnements du cas général sont
valables. Nous aurons en A, B,
C les mémes groupements de
rayons par cycles hexagonaux
fermés. ,

‘Les faisceaux obtenus forme-
ront des involutions dans les-
quelles les premiers rayons
doubles seront confondus avec
la droite p. Les seconds seront
les conjugués harmoniques des
premiers par rapport a un coté
du triangle auxiliaire comme a,
en A et a son homologue AA,
=a,.

Les points de coupe de ces
seconds rayons doubles avec les
cOtés du triangle auxiliaire sont
les pieds des céviennes du pole
trilinéaire P de p par rapport a
ce triangle A, B, C, .

Les involutions en A, B, C,
prises deux a deux, sont double-
menthomologiques puisqu’elles
ont deux rayons doubles conju-
gués, confondus en p. Cesont du
reste les involutions de rayons

18. Le triangle fondamental
se ramene a trois droites con-
courantes a,, b, ¢, passant par
le point P tandis que le triangle
auxiliaire ABC est quelconque.
(Fig. 2.)

Les observations et les rai-
sonnements du cas général sont
toujours valables et nous au-
rons sur a,, b, et ¢, les mémes
groupements de points par cy-
cles hexagonaux fermés.

Les ponctuelles obtenues for-
ment des involutions de points
dans lesquelles les premiers
points doubles sont confondus
avec le point commun P. l.es
seconds sont les conjugués har-
moniques des premiers par rap-
port au sommet correspondant
du triangle auxiliaire, comme A,
et a son conjugué A, sur a.
~ Ces points doubles ci sont les
points harmoniquement asso-
ciés de P.

Les involutions sur a,, b,, c,
considérées deux a deux sont
doublement homologiques
parce qu’elles ont toujours deux
points doubles conjugués, con-
fondus en P. Nous avons déja



294 L.

étudiées précédemment, § II,
n° 12. Les quatriemes droites
engendrées sont les seconds
rayons doubles ds., dap et doe
des faisceaux involutifs en A,
B, et C,, formés au moyen des
ponctuelles involutives sur les
cOtés opposés.

Les faisceaux en A, B, C ne
peuvent pas former de ponec-
tuelles sur p.

Les ponctuelles involutives
sar a,, b,, ¢, du triangle auxi-
liaire sont celles étudiées au
§ I, n° 12. Elles engendrent les
coniques Ky 4, K; 5 et Ky ,.

Les triangles comme 1I,11,11,
et II'. I Il'. compris entre les
rayons a,, b,, ¢, et o, ¥V',, ¢,
COHJU(TUBS des premler font
toujours partie d’une involu-
tion de triangles analogue &
celle du cas général. ABC est
le premier triangle double; le
second est formé par les se-
conds rayons doubles ds.q, day
et do.c. Les sommets sont Ds.,
D2.b, D2,c-

Le conjugué du triangle auxi-
liaire de A, B, C, est le triangle
des rayons @/,, 4/,, ¢, ou le tri-
angle P, P,P, dont les sommets
sontles points harmoniquement
associés de P. Le point P est
également un triangle limite;
son conjugué se determme par
la méthode ordinaire.

Quant a ce triangle, nous
avons simplement a remarquer
que P est le point de coupe des
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rencontré ces involutions au
§ II, n° 11 Les quatriémes
points engendrés sont les se-
conds points doubles des ponc-
tuelles involatives sur les cdtés
a, b et ¢ du triangle auxiliaire :
Dow. Doy, Dae. Ces dernieres
involutions sont déterminées
par les faisceaux involutifs dans
les sommets opposés du méme
triangle. Chacun de ces points,
comme Ds . par exemple, appar-
tient a la droite de jonction des
deux points doubles Da.a et Dap.

Il est évident que les ponc-
tuelles sur «,, b,, ¢, ne peuvent
pas engendrerde faisceauxen P.

Les faisceaux en A, B, C du
triangle auxiliaire sont ceux
étudiés au § 11, n° 11. Ils engen-
drent les coniques Ci.q, Cip et
Cl.c-

Les triangles comme A, B, C,
et A’,B,(, déterminés par les
points conjugués des involu-
tions font partie d’une involu-
tion de triangles, absolument
comme dans le cas général. lLe
point P forme le premier tri-
angle double. Le second est
celui des points doubles Dag,

D2 et Da.

Le conjugué du triangle auxi-
liaire ABC est A, B,C, avec A,
sur aeta,, B, surb et b , puis (_J1
sur ¢ et ¢,. Ses cOtés passent
respectivement par Ds.a, Das
et Da.c; ce sont aussiles droites
harmoniquementassociées dep.

Le triangle formé par les
points de coupe de p avec a,, b,
et ¢, est rectiligne; il fait éga-




PROPRIETES INVOLUTIVES

quatriémes droites engendrées
par les involutions en A, B et
C. Les rayons AP, BP et CP
sont conjugués, donc P est un
triangle limite de cotés AP, BP
et CP.

Les propriétés générales rela-
tives aux ponctuelles sur a, b
et ¢ ne subsistent plus dans ce
cas particulier.

Par contre la propriété rela-
tive aux droites II,1I'y, II,11'5,

II.1I'; se retrouve sous une
forme modifiée. Les droites
oIl I, et 1111, sont les

rayons doubles conjugués da.. en
A,, dap en B, et dscen C,;
trois rayons passert évidem-
ment par le méme point P.

Ceci découle du fait que les
faisceaux en A, B et C sont
doublement homologiques et
que les secondes droites engen-

drées sont précisément ces
mémes rayons doubles ds,,
d2 » et d) .

19. Le triangle fondamental
est une droite ABC et la tri-
angle auxiliaire est un point
P. (Fig. 4.)

Pour étre tout a fait précis,
nous dirons : les trois sommets
A, B, C du triangle fondamen-
tal sont en ligne droite sur p,
et les trois cotés du triangle
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lement partie de I'involution et
son conjugué s’obtient d’apres
le procédé général sans autre
remarque particuliere.

A ce sujet nous pouvons ob-
server que p est la droite qui
passe par les quatllemes points
Daa, D2p et Do engendrés par
les involutions; p joue le role
de tangente commune et c'est
par conséquent un triangle rec-
tiligne limite. Encore une fois,
les sommets sont sur a,, b, etc,.

Les propriétés généralesayant
trait aux faisceaux en A,, B,
et C, n’existent plus dans ce cas
particulier.

Par contre la propriété des
points de coupe des coOtés ho-
mologues A,B, avec A',B',,
B,C, avec B,C,, etc., se re-
trouve sous la forme suivante :
Les points de coupe des cités
homologues des triangles conju-
gués sont les points fixes Daa,
D2y et Do de la droite p. Les
lignes de jonction de ces points
de coupe sont évidemment con-
fondues avec p.

Ceci découle également du
fait que les involutions sur a,,
b,, ¢, sont doublement homolo-
giques et que les seconds points
engendrés sont Justement ces
memespomts doubles D, a,D)C,
Da.s.

20. Le triangle fondamental
est un point et le triangle auxi-
liaire une droite. (Fig. 4.)

Nous pouvons dire aussi que
les trois cotés a,, b, et ¢, du
triangle fondamental passent
parfun méme point P et que les
trois sommets du triangle auxi-
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auxiliaire a,, b,, ¢, passent par liaire A, B et C sont en ligne

le méme point P. droite sur p.
Nous avons a nous reporter LLes termes de comparaison

d’'une part, au cas général et seront d’abord le cas général
d’autre part, aux deux derniers puis en second lieu, l'avant-
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cas particuliers précédents, o dernier cas particulier ou le

le triangle est déja un point. triangle auxiliaire était déja
formé de 1rois points en ligne

droite.
Comme dans ces cas, nous De la méme maniére que pré-

obtenons ici, en A, B et C des cédemment nous obtenons sur

groupements de rayons par les cOtésa,, b, et c, des groupe-

- cycles hexagonaux fermés. ments de points par cycles hexa-
gonaux fermés.
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Les faisceaux obtenus en A,
B et C forment des involutions
dans lesquels les rayous doubles
sont, premierement la droite p
et secondement les trois droites
a;,b,,c,.

Ces involutions considérées
deux a deux sont doublement
homologiques, puisqu’elles ont
deux rayons doubles conjugués
confondus en p. Les quatriemes
droites engendrées sont déter-
minées par le point P et parle
point de coupe de deux autres
rayons conjugués quelconques,
comme 1. sur a, et b,.

Ces droites par P sont les con-
Jugués harmoniques du coté
auxiliaire correspondant a,, b,
ou ¢, par rapport aux deux
autres.

La droite II.Il'. par P cou-
pera p en (' qui est le conjugué
harmonique de C par rapport a
A et B.

Les points conjugués comme
II; et II'. sont donc en ligne
droite et d’autre part cette
droite passe par P puisque P
est I'intersection de deuxrayons
doubles.

Nous désignerons cette droite
par ¢’. Dans le quadrilatére
complet a,a', b,0',, les droites
¢,, ¢ et p sont les diagonales ;
les points diagonaux C et C’ sur
p seront donc les conjugués
harmoniques des sommets op-
posés A et B. |

En outre les rayons ¢, et ¢’ en
> seront conjugués harmoni-
ques de a, et b, . :

Les ponctuelles involutives
sur a,, b, et ¢, sont identiques
a celles de la partie dualistique

ci-contre ; elles sont double-

Les involutions obtenues sur
a,, b,, ¢, admettent le point P
comme premier point double et
leurs seconds points doubles
sont les sommets du triangle
auxiliaire A, B, C.

Ces involutions considérées
deux a deux sont doublement
homologiques & cause des
points doubles conjugués et
confondus en P. Les quatriemes
points enveloppés sont déter-
minés par la droite p et par
deux autres points conjugués
quelconques.

Les points considérés swr p
sont les conjugués harmonigues
du point auxiliaire correspon-
dant A, B ou C par rapport aux
deux autres.

La droite A,B, coupe p en '
par exemple, et C' est le con-
jugué harmonique de C par
rapport a A et B.

Les droites conjuguées A, B,
et A’,B’, passent donc par un
méme point et celui-ci se trouve
sur p, puisque p est la jonction
de deux points doubles con-
jugués. |

Nous désignerons ce point
par C'. Dans le quadrangle
complet A,B,A’,B’, les points
P, C et C' seront évidemment
les points diagonaux; les dia-
gonales ¢, et ¢’ seront les con-
jugués harmoniques des cotés
opposés a, et b,.

En outre les points C et C’
sur p seront les conjugués har-
moniques de A et B.

Les faisceaux involutifs par
les points A, B et C sont iden-
tiques a ceux de la partie dua-
listique ci-contre. Ils sont
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ment homologiques et engen-
drent les points A’, B’ et C'.

Les triangles déterminés par
les rayons conjugués comme
ay, b,,c, et a’y, by, ¢’, soient
I 10 et 11,117,117, forment
Iinvolution de triangles, comme
dans le cas général.

Les triangles doubles sont le
triangle ABC sur la droite p et
le point de coupe des coOtés du
triangle auxiliaire soit P.

Les propriétés des triangles
conjugués prennent maintenant
la forme suivante :

1. Les lignes de jonction des
sommets homologues sont con-
fondues avec les droites a', b’
ouwc'.

2. Les lignes de jonction des
sommets non homologues comme
HpIle, I'pIle 0w 111, II.1l',
elc., passent respectivement par
A’, B ou C'.

3. Dans Uhexagone Tl 11" 11,
I 111"y les points de coupe des
cdtés opposés sont en ligne droite
sur p et les lignes de jonction
des sommets opposeés passent par
le méme point P.

4. Les triangles circonscrits
a deux triangles conjugués et
dont les cdtés passent respecti-
vement par A, B ou C sont aussi
des triangles conjugués.

Les démonstrations ou les
remarques des cas précédents
s’appliquent & priori aux pro-
priétés ci-dessus.

doublement homologiques et
engendrentles droitesa’,b'etc’.

Les triangles déterminés par
les points conjugués A,B,C, et
A’ B’,C/,... forment linvolu-
tion des triangles conjugués de
la méme maniere que dans le
cas général.

Les triangles doubles sont
d’abord le point de coupe P des
c6tés du triangle fondamental,
puis le triangle ABC des points
doubles sur ces cotés.

Les propriétés des triangles
conjugués prennent maintenant
la forme suivante :

1. Les points de coupe de deux
cotés homologues sont confondus
avec les points A', B" ou C'.

2. Les points de coupe de deux
cotés non homologues comine
AB,, A'C', ou A,C,, A’ B,
etc., sont respectivement sur a’,
b’ ou ¢’.

3. Dans Uhexagone (a,)(c’,)(b,)
(a’,) (cy) (b',) les lignes de jonc-
tion des sommets opposés pas-
sent par le point P et les points
de coupe de cotés opposeés sont
sur la méme droite p.

4. Les triangles inscrits dans
deux triangles conjugués et dont
les sominets se trouvent respec-
tivement sur les droites a,, b,
ouw ¢, sont,aussi des triangles
conjugues.

L.es raisonnements et les dé-
monstrations sont les mémes
que dans les cas précédents.

§ IV. — Coniques particuliéres.

21. Nous nous reporterons au
cas ou le triangle auxiliaire se
rameéne a trois droites concou-

-

22. Nous reviendrons au cas
ou le triangle auxiliaire ABC se
rameéne a trois points en ligne
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