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§ II. — Groupement des involutions par rapport & un triangle
fondamental et un point ou une droite auxiliaires.
11. Nous admettons que le tri-
angle auxiliaire A, B, C, seréduit
a trois droites a,, b,, ¢, passant

par un méme point P. Les ob-

12. Le triangle auxiliaire est
formé par les trois sommets
A, B et C appartenant a une
méme droite p. [.es observations

| \\_D‘.‘x
'nl N, \ )
; N
\‘B; . !
N \\\ \
v ~<
\ RN N \
! Sy, L9 \
r' \l \‘\\-H-C \\\ \
Ila *2“ .&t\\‘\ N \
IR AN ’
\ e TN N TS —43 \
e BN ;
; g Y SN
€ S L SORSAN I
! (;,: LS /)
1 s ‘~\ \C,’i Ny Tyl -~
i < | —~\/Cs ‘\\,_ e
= Uiy e
LN T
.. ‘\‘________ I IR AU ¥
i )
4\ i

NN
N \ / N
B
~ AR
~
£ \\ﬂ
A
’
;

e Y / 5
N & - .

P, “"'-.f‘>,<\'\"'""' ca.;_.__-x‘

\‘\\:’/‘E‘Bs ‘m:a\' \\\

NN <

Fig. 2.
servations précédentes subsis-
teront et ces droites seront tou-

précédentes seront encore vraies

et les points A, B, C seront tou-

joursles axes d’homologie. (Fig.  jours les centres d’homologie.

2). (Fig. 3).
Les rayons conjugués de a,,

Les points conjugués de A, B,
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b,, ¢, sont confondus avec ces
mémes droites ; ce sont les pre-
miers rayons doubles des invo-
lutions en A, B, C. Les autres
rayons doubles passent par les
points harmoniquement asso-
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C, soient A,, B,, C, sont con-
fondus avec ces points; A, B, C
sont donc les premiers points
doubles des involutions. Les
autres seront les conjugués har-
moniques des précédents, par

| Fig. 3.

., . N R
ciés de P, soient P,, P,, P,, et

en outre par les conjugués:

hallnomc_l_ues .C}f’ A, = D14, B,
= Dis, C; = D1 par rapport
aux sommets respectifs A, B,
C. Nous désignerons ces points

rapportaux sommets du triangle
A,, B, C,. Ce sontles pieds des
céviennes du pole trilinéaire P
de p.
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par Ds,, Das, Djy.; ils seront
en ligne droite, sur la polaire
trilinéaire de P.

Le théoreme général relatif
aux courbes engendrées subsiste
avec la remarque suivante: [le
point auxiliaire P est un point
commun des trois courbes Ci.a,
Cip et Cie.

En effet, les rayons AP et BP
sont conjugués homologiques
ou homographiques. Le point P
est donc un point de la courbe
Cic. Il serait de la méme ma-
niére un point de chacune des
autres courbes.-

Les autres points de coupe
des droites a,, b,, ¢, avec les
coniques sontlespointsdecoupe
des seconds rayons doubles con-
jugués des faisceaux involutifs
en A, B, C, soient Dag, Day et
D?.c-

Les ponctuelles involutives
surv les cotés a, b, ¢ ou a,, b,,c
sont analogues a celles du cas
général.

A ce sujet, considérons I'in-
volution de rayons en A et cou-
pons-la par la droite @. Nous
obtenons l'involution de points
BC, A,A’,, ... D14 et Doy, ces
derniers sontles points doubles.

En coupant ce méme faisceau
par une cévienne de P, ¢, ou ,,
nous avons les ponctuelles invo-
lutives CC,, C,C’, ... D¢ et Do
ou BB,, B,B',, ... D1 et Dsas
les points P = Dy, Dy et P
= D1.s, Das sontles points dou-
bles.

(Dy , = Py D, , =Py

Les ponctuelles sur les cotés

L’Enseignement mathém., 17¢ année, 1915.
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Le théoreme général relatif
aux courbes enveloppées sub-
siste, mais en observant que la
droite p est une tangente com-
munedestrois courbes Ki., K1y,
KA.C-

Eneffet, les points A et B sont
conjugués homologiques et ho-
mographiques, ils déterminent
une tangente de la courbe K ¢,
done p est une tangente de Ki.c.
Cette droite sera de la méme
maniere une tangente de cha-
cune des autres courbes.

[La seconde tangente de K.
par C sera la droite CDz, har-
moniquementassociéede p, elle
passe par les seconds points
doubles D24 et D2 des involu-
tions sur a, et 5,. Il en est de
méme en A et B. A

Les faisceaux involutifs en
A,, B,, C,ouen A B, C sont
analogues a ceux du cas général.

L’'involution sur a, jointe avec
le sommet A, nous donne le
faisceau b,c¢,, 52(7,2, . diadra.
Ces derniers sont les rayons
doubles passant respectivement
par A et Dag.

En joignant la méme involu-
tion avec B ou C sur p, nous
obtenons les faisceaux involu-
tifs = 6,0y, b,0',, ... dipdas ou
¢,y oy, o dicdre. Les
rayons doubles donnent lien aux
relations suivantes : diy = p,
dey = Dag . D?..c, di.c = P, et
da.c = D';Z.a . Das.

Les faisceauxinvolutifsen A,

19
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a, b, ¢ du triangle fondamental
sont semi-homologiques et ho-
mographiques. Le centre d’ho-
mologie pour celles sur a et b,
par exemple, est Ds., c'est le

conjugué harmonique de C, par -

rapport a A et B.

Nous obtenons Ds:, comme
point de coupe des lignes de
jonction des points doubles con-
jugués. '

Les ponctuelles sur a et b en-
gendrent une nouvelle conique
Ka.c tangente de AC en A et de
BC en B.

Les ponctuelles considérées
deux a deux sur les cotés abe,
engendrent, comme dans le cas
général, trois coniques, Ksg,
Ksp et Ko, analogues a Ka..

Examinons maintenant les
ponctuelles sur les cotés du tri-
angle auxiliaire: soient celles
sur b, et ¢,; elles ont deux points
doubles homologues confondus
en P ; elles sont doublement ho-
mologiques; la courbe envelop-
pée se ramene a quatre points, P
comme point double, A comme
centre d’homologie et enfin un
quatrieme point Dag. Celui-ci
sera sur les lignes de jonction
des points conjugués correspon-
dants de deux paires quelcon-
ques des involutions. La ligne
de jonction des seconds points
doubles peut servir comme pre-
miere de ces lignes. |

Les trois ponctuelles consi-
dérées deux a deux engendrent
chaque fois quatre points ana-
logues aux précédents.

13. Comme précédemment,
nous aurons une involution de
triangles avec des éléments dou-
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B, et C, considérés deux a deux
sont semi-homologiques et ho-
mographiques. [’axe d’homo-
logie relatif aux faisceaux en A,
et B, est la droite C,P conju-
guée harmonique de ¢', par rap-
portaa, et b,.

Nous obtenons C,P = PP,
comme ligne de jonction des
points de coupe P et P, des
rayons doubles conjugués.

Les faisceaux en A, et B, en-
gendrent une nouvelle conique
Cao.c, tangente de A,C, en A, et
de B,C, en B,.

Les faisceaux considérés deux
a deux dans les sommets du
triangle fondamental A,B,C,
engendrent, comme dans le cas
général, trois coniques Cz., Cs.5
et Ca.c, analogues a Ca.

Passons maintenant aux fais-
ceaux lansles sommets A, B, C
du triangle auxiliaire: soient
ceux en B et C; ils ont deux
rayons doubles homologuescon-
fondus en p; ils sont doublement
homologiques; la courbe engen-
drée se ramene a quatre droi-
tes, p comme droite double, C,P
comme axe d’homologie et enfin
une quatriéme droite PDag.
Celle-ci est la ligne de jonction
des points de coupe des rayons
conjugués correspondants de
deux paires quelconques des
involutions. Le point de coupe
des secondsrayons doubles peut
servir comme premier point.

Les trois faisceaux considérés
deux a deux engendrent chaque
fois quatre droites analogues
aux précédentes.

14. Nous aurons aussi, comme
dans le cas général, une involu-
tion de triangles avec éléments
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bles. Dans le cas général ceux-
cipeuvent étre imaginaires, tan-
dis que dans notre cas particu-
lier ces éléments doubles seront
toujours réels.

Le triangle fondamental est
conjugué a lui-méme sans étre
un élément double. Les trian-
gles Il Il 1. et I, IT'y IT'c sont
des triangles conjugués géné-
raux. [.estriangles doubles sont
d'une part le point auxiliaire P
et d’autre part le triangle des
autres points doubles ou points
harmoniquement associés de P,
soient P, = Dsq4, P, = Das, P,
= D2.c .

Les triangles conjugués nous
donnent les propriétés sui-
vantes :

1. La ligne de jonction de deux
sommelts homologues 1l et Il
passe parle second point double

Da.a du c¢été correspondant a.

IT; Iy passe par Da et I, 1T
par Da...

Le raisonnement est le méme
que dans le cas général.

2. Les lignes de jonction des
sommetstelsquelly et 1. 0w 11y et
. passent par Dan; 1. 1Y, et
I Iy par Da.c puis W, 1. et 11,
Il par Day.

En effet dans le quadrangle
AC,A,B,, la diagonale II, 1T,
coupe le coté B/,C/, dans un
point qui est le conjugué har-
monique du point diagonal sur
ce cote, par rapport a B, et a
(;. Comme ce point de coupe
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doubles. Dans le cas particulier
qui nous intéresse, ces éléments
doubles seront toujours réels.

lie triangle fondamental est
également conjugué a lui-méme
sans étre un élément double.
Les triangles A,B,C, et A’,B’,C/,
sont des triangles conjugués gé-
néraux. Les triangles doubles
sontd’'une part ABC surladroite
p et d’autre part le triangle des
points doubles D24, Daset Do
les cotés sont aussi les droites
harmoniquement associés de p.

Les triangles conjugués géné-
raux donnentles propriétés sui-
vantes :

1. Le point de coupe de dew.x
cdtés homologues B,C, et B',C/,
est situe sur le second rayon
double par le sommet corres-
pondant A, .

De méme A,B, et A',B, se
coupent sur G, D2 et A,C, avec
A,y sur B, Day.

Le raisonnement est toujours
le méme que dans le cas général.

2. Les points de coupe de deux
cétés non homologues comme
AC, et A,B, on A,C, et A',B,
sont sur le second rayon double
par A soit A\ Ds,. De méme
B,A, et B,y o B, A/, et B,C,
se coupent sur B Da s puis C, A,
et U,By o CLA', et C,B, sur
C1 D2.c.

En effet dans les faisceaux in-
volutifs en A et C, les rayons
conjugués a’, et ¢, se coupent
sur B, P, et dans le quadrilatére
@y, ¢y, by, byle troisieme point
diagonal est 4 I'intersection des
cotés A',B’, et B,C,, soit sur la
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est D2, 2 cause des ponctuelles
sur b, et ¢,, le théoreme est dé-
montré et le raisonnement sub-
siste pour les autres droites de
jonction.

3. Dans lhexagone de som-
mets Lo I I 11 o 11115, les points
de coupe des cotés opposés sont
en ligne droite; celle-ci est la
polaire trilinéaire p du point

donne P.

4. Le point de coupe des droi-
les de jonction des sommets op-
posés de [lhexagone précédent
ouw des sommets homologues de
deux triangles involulifs est sur
une cévienne du point donné P.

II, et Il's, 11p et 11’5 se coupent
en un point dela cévienne CP;en
effet dans le quadrangle 11,11,
IT; 115, les points C et Ds..sont,
d’aprescequiprécede,despoints
diagonaux. CDs. est un rayon

double en C. L’autre point dia-

gonal, soit lintersection de Il,
I, avec II;II's, sera sur le
deuxieme rayon double de l'in-
volution en C, soit sur la cé-
vienne CP.

5. Les tangentes des coniques
Ci.a, C1.6 et Cy.c par les sommets
des triangles doubles sont les
lignes de jonction de ces points
avec les points doubles respectifs
Da.a, Das et Do sur les cétés du
triangle fondamental.

Ceci découle du cas général.
[.es droites de jonction comme
II.1I'; passent par le point dou-
ble correspondant Ds,. Donc

diagonale par le point de coupe
de ', et ¢, ou B, P, a cause des
propriétés harmoniques liant
¢y, @y, dop et laligne de jone-
tion de B avec lintersection
(d/,¢,). Ce raisonnement sub-
siste pour les autres points de
coupe.

3. Dans lhexagone de cotés
(ag) 3] by (a0, [cy) () les lignes
de jonction de deux sommets
opposés passent par le pole tri-
linéaire P de p

(a) = B.C, ; (a) =B,C, ete.

4. La ligne de jonction des
points de coupe de deux paires
de cétés opposés de deux trian-
gles involutifs passe loujours. par
un des points ABC de la droite p.

En effet, soient les points de
coupe lq.« et teo des cOtés (a,)
et (¢',) puis (c,) et (¢,), la droite
taw teo passera par B car dans le
quadrilatere (a,)(d',)(c,)(¢,) les
diagonales sont b, puis da qui
se coupenten Dypetlowitcrs. Cette
troisieme diagonale passera par
le conjugué harmonique B de
D23, par rapport a B, et By, et
la remarquc est démontrée.

5. Les points de tangence des
coniques Ky, Kip et Kie avec
les cotés des triangles doubles
sont les points de coupe de ces
cotés avec les rayons doubles
respectifs daa, day et da.c par les
sommets A, B, C, du triangle fon-
damental.

Ceci résulte du cas général
(n° 10). Le point de coupe Zl4.o
des tangentes (a,) et (a',) de Kiq
est sur da.q; cette regle est géné-
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Ds.oP et D2.oP, par les sommets
P et P, des triangles doubles
sont des tangentes de Ciq. Il
en est de méme avec les deux
autres coniques.

6. Tucoreme. — Les triangles
cireonserits a deux triangles con-
Jugueés et dont les cotés passent
aussi par les sommets du tri-
angle fondamental forment une
nouvelle paire de triangles con-
Jugues.

Soient I 1. et 1o IlpIN
deux triangles conjugués. Nous
joignons Il a A, Il a Bet Il; &
CpuisIloa A, Il'ya B, et II': a
C et nous trouvons deux trian-
gles T 111101, et 11V IXNAIIT..
Pour démontrer qu’ils sont con-
jugués, considérons les rayons
a, et 0',. Ces rayons se coupent
en un point C'; de CP a cause du
quadrilatere complet a/,a,6,0',.
La droite 11oII'sD2.c est une dia-
gonale; la diagonale par (', et
(', passera par C, sur AB; elle
sera donc confondue avec CP.

On démontrerait de méme
que a, et ¢’; se coupent en B,
sur BP, puis b, et ¢/; en A, sur
AA,, ete. Donc les droites par
les sommets du triangle fonda-
mental et les sommets respectifs
des deux triangles conjugués
entrainent un hexagone au sens
du 1°" théoreme (n° 1 et 11); elles
donnent donc lieu & deux nou-
veaux triangles conjugués.

15. Tuéoreme. — Les trois
coniques Cic, Cip et Cic n'ont
qu’un point communréel, le point
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rale. Donc les points de coupe
de deux tangentes confondues
est aussi sur da.q. l.es points de
tangence des tangentes doubles
dia et daq de Ki.o sont alors les
intersections de ces droites avec
doa

6. TutorEnr. — Les triangles
inscrits dans deux triangles con-
jugués et dont les sommels se
trouvent sur les cdtés du triangle
fondamental forment une nou-
velle paire de triangles conju-
gués.

Soient A,B,C, et A,B,C,
deux triangles conjugués. A,B,
coupe ¢, en C,, B,C, coupe a,
en A, et ainsi de suite.

Nous trouvons deux triangles
A,B,C, et A,B,C;. Pour dé-
montrer qu'ils sont conjugués
considérons les points A, et B,
leur ligne de jonction passe par
le point C a4 cause du quadran-
gle A,A,B,B/,; le premier point
diagonal est C, sur a, et b,; le
deuxiéme est sur A',C’, et sur
B,C,, soit sur C,P = da.c; le
troisieme point sera sur C,C
conjugué harmonique de CP
et en méme temps sur A',B,;
c’est C.

On démontrerait de la méme
maniere que B',C; passe par A
et ainsi de suite. Les points con-
sidérés forment donc un hexa-
gone fermé, au sens du 1°" théo-
reme (n° 2 et 12). Ils donnent
lieu a deux nouveaux triangles
conjugués.

16. Tugoreme. — Les trois
conigues Kia, Ky et Ki.c n'ont
qu’une tangente commune réelle,
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P, les deux autres points com-
muns possibles sont imaginaires.

Soit P’ untel point; lesrayons
homographiques conjugués a*,
b*, ¢*, se coupent en P’; un des
triangles de l'involution se ra-
menera ainsi a un point; le tri-
angle conjugué doit étre tel que
les lignes de jonction de ses
sommets avec P’ se coupent sur
les céviennes de P (n° 13, 4); mais
comme elles se coupent en P’,
il faut que P’ coincide avec P.
Nous avons supposé P’ différent
de P; doncle triangle conjugué
du point P’ doit se ramener a
un point P". Les points P’ et P"
seront communs aux trois cour-
bes. Dans ce cas-la, les droites
comme [I,II'y, 1I,1Is et TI.IV,
passeront respectivement par
D2, Dan, Dac; done les deux
points P’ et P, s’ils sont pos-
sibles, seront sur la droite p;
en d’autres termes la droite p
passe par les deux points com-
muns des coniques C,,, Coyp et

Ci.c différents de P.

Les points de coupe de p avec
une des courbes peuvent-ils étre
réels ?

Soit le quadrangle PP, P,P,;
CA et CB sont des tangentes de
Ci.c; ces tangentes sont conju-
guées harmoniques par rapport
a PP,etP,P,. PP, est en outre
une corde de la courbe et le
segment qui contient C est ex-

CRELIER

la droite p; les deux autres tan-
genles communes possibles sont
imaginaires.

Soit p’ unetelle tangente com-
mune différente de p. Les points
conjugués homographiques
A*B*C* se trouvent alors sur
cette droite et y déterminent un
triangle de I'involution. D’apres
une remarque précédente (n° 14,
4) les points de coupe de p’ avec
les cOtés correspondants du tri-
angle conjugué entraineront des
lignes de jonction passant par
A, Bet Csur p. Il faudrait donc
que p coincidat avec p' ce qui
est impossible. Le triangle con-
jugué peut alors se ramener a
un autre segment de droite p”.

Dans ce cas, les points de
coupe tg.a et teodes paragrap_hes
précédents devant étre sur da.q,
ds.s ou dsc et d’un autre coté ces
points devant coincider avec le
point d’intersection unique de
p’ et p’, il faudra forcément que
tous ces points coincident avec
le pole trilinéaire P de p. En
d’autres termes les deux trian-
oles conjugués rectilignes, s’ils
sont possibles, sont les tan-
gentes de I'une quelconque des
coniques Ky, par P ou les tan-
gentes communes des coniques
Kia, Kip et K. différentes de p
passent par le point P.

Voyons maintenant si ces tan-
gentes sont réelles.

Soit le quadrangle PP P, P.;
C,A, et C,B, sont conjugués
harmoniques par rapport a C,C
et C,Dac. C A, etC,B, sont des
tangentes de Ki.; PP, est une
sécante; la courbe est dans 'an-
gle des tangentes qui contient
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térieur par rapport a cette méme
courbe. La courbe est ainsi dans
I'angle des tangentes CA et CB
qui contient PP,. P, CP, est
dans 'autre angle. l.e segment
AB contenant Ds. sur P, P, est
extérieur par rapport ala méme
courbe.

Les tangentes Da.cP et DacP,
donnent un nouvel angle limi-
tant la courbe. La courbe est
dans langle qui contient AB.
D’autre part BP, est une corde
et le segment quicontient P, sur
PP, est extérieur. Dss est con-
jugué harmonique de B par rap-
port a P,P,, Dss est donc entre
P, et P, du co6té opposé a B.

Ds; est alors entre P, et P, .

dans 'angle extérieur P, D2 P,

Dans ces conditions DacD2.s
est dans l'angle des tangentes
par D2, qui ne contient pas la
courbe Ci. et les points de
coupe de la droite Ds D2 ou r
avec la courbe (i sont imagi-
naires.

On démontrerait de la méme
manieére ue la droite p ne coupe
pas les autres coniques. Donc
les trois coniques, d'apres ce
qui précede, n‘ont pas d’autres
points communs réels que P et
le théoreme est démontré.

Généralisation. — l.es trois
coniques relatives au cas général
sont identiques aux coniques
relatives a notre cas particulier,
puisqu’elles ont toujours au
moins un point réel commun.
Il suffira de considérer ce point
commun P, comme point lié au
triangle fondamental et d’utili-
ser ses céviennes comme axes
d’homologie.

PCP, et C,C est dans l'autre an-
gle, donc cette derniere droite
ne coupe pas la courbe. En ou-
tre le segment A, B, qui contient
C est un seoment extérieur;
nous savons encore que les tan-
gentes par C sont les droites
LA et CDa.s; les pomts AetDay
sont les intersections de C,B,
avec A, P, et de C, A, avec B, P;
les points de tangence sont L,
et L, sur la sécante PP;.

[.a droite PP, qui passe par
D, et B, est dans l'angle des
tangentes C,A, et C,D2s qui
contient la courbe puisque B,
est sur la courbe.

‘B, sur ¢, est entre C et D2
du coté opposé aA,. B, P donne
P entre L, et D2, du c6té opposé
aC,. L, est entre C, et D2, du
cOté opposé a L,, donc L, est
entre L, et D2, du coté de C,.
Dans ces conditions I> ne peut
pas étre sur le segment L, L, qui
contient C,, mais étant sur la
méme direction, il sera de l'au-
tre coté de C,, antrement dit P
esta l'intérieur delacourbe K1 .
Les tangentes de K., par > sont
alors imaginaires.

D’apres ce qui précede, nous
pouvons enconclurequelestrois
courbes n’ont pas d’autres tan-
gentes communes et réelles que
p, et le théoreme est démontré

Généralisation. Les coni-
ques du cas général sont identi-
ques a celles-ci, puisqu’elles ont
toujours au moins une tangente
commune réelle. Il suffira de
considérercette tangentecomme
triangle auxiliaire et d’utiliser
ses points de coupe avec les co-
tés du triangle fondamental
comme centres d’homologie.
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I.e théoreme s’appliquera aux
trois coniques et nous pourrons
en conclure que les courbes du
cas général n'ont également
qu’un point commun réel, les
deux autres sont des points
imaginaires.

Sur uNE CORRESPONDANCE (1—2).

Si nous considérons les trois
coniques Ci.q, C1.5 et Ci1.c du cas
général ou du cas particulier,
nous pouvons les regarder
comme engendrées par les tri-
angles involutifs. )

Toute droite AIl, par A coupe
Ci.c en deux points Il, et 11",.
Chaque point correspond a un
triangle de l'involution et par
conséquent a un rayon a,ou a,’.

En raisonnant ainsi nous
voyons qu’a tout rayon A Il, par
A correspondent deux rayons a,
et a”, également par A.

Les rayons en A formeraient
alors une correspondance (1 —2)
dont les rayons doubles simples
sont les cotés AB et AC du tri-
angle fondamental. Les rayons
conjugués confondus s’obtien-
dront quand le triangle 11,11, I1,
se rameénera a une droite ou a
un point. LLa premiere alterna-
tive est impossible et d’autre
part le triangle I, 11,11, ne peut
seramenerqu’'une foisaunpoint,
le point commun réel des trois
courbes.

Lies correspondances considé-
rées n'ont donc qu’une paire de
rayons homologues simples con-
fondus ; les deux autres paires
sont imaginaires. |

CRELIER

l.e théoreme s’appliquera a
ces coniques et nous pourrons
en conclure que les courbes du
cas général, comme celles que
nous venons de voir, n’ont
qu'une tangente communeréelle
les deux autres étant imagi-
naires.

Sur UNE CORRESPONDANCE (1 —2).

Les trois coniques Ki,,, Ky,
et Ki.. du cas général ou du cas
spécial peuvent étre considérées
comme enveloppées par les tri-
angles involutifs.

Par tout point A" de a, on
peut mener en général deux
tangentes de Kq... Chaque tan-
gente correspond a un triangle
del’'involution et par conséquent
a un point A, ou A", sur a,.

D’aprés ce raisonnement, a
tout point A” sur a, correspon-
dent également deux points A,
et A”, aussi sur a, .

Les points de la base a, for-
ment alors une correspondance
(1—2) dont les points doubles
simples sont dans les sommets
B, et C, dutriangle fondamental.

On aura les points conjugués
confondus quand le triangle cor-
respondant se ramenera a une
droite. Nous aurons ce cas avec
la droite p ou la tangente com-
mune des trois courbes. Elle
représente un triangle limite et
ce cas n'est possible qu'une
fois.

Les correspondances consi-
dérées n'ont qu'une paire de
points homologues confondus;
les deux autres paires sont ima-
ginaires.
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Nous pouvons encore remar-
quer que le coté AB formé de
deux rayons simples confondus
représente les deux rayons con-
jugués du coté AC et récipro-
quement, ACreprésentelesdeux
rayons simples confondus con-
jugués du coté AB.
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Nous pouvons observer égale-
ment que les deux points con-
jugués du sommet C, par exem-
ple, sont confondus en B, et
réciproquement, les conjugués
de B, sont confondus en C,.

§ III. — Autres cas spéciaux du groupement des involutions.

17. Le triangle fondamental
est une droite ABC ou p et le
triangle auxiliaire A, B,C, est
quelconque. (Fig. 3.) -

Les observations et les rai-
sonnements du cas général sont
valables. Nous aurons en A, B,
C les mémes groupements de
rayons par cycles hexagonaux
fermés. ,

‘Les faisceaux obtenus forme-
ront des involutions dans les-
quelles les premiers rayons
doubles seront confondus avec
la droite p. Les seconds seront
les conjugués harmoniques des
premiers par rapport a un coté
du triangle auxiliaire comme a,
en A et a son homologue AA,
=a,.

Les points de coupe de ces
seconds rayons doubles avec les
cOtés du triangle auxiliaire sont
les pieds des céviennes du pole
trilinéaire P de p par rapport a
ce triangle A, B, C, .

Les involutions en A, B, C,
prises deux a deux, sont double-
menthomologiques puisqu’elles
ont deux rayons doubles conju-
gués, confondus en p. Cesont du
reste les involutions de rayons

18. Le triangle fondamental
se ramene a trois droites con-
courantes a,, b, ¢, passant par
le point P tandis que le triangle
auxiliaire ABC est quelconque.
(Fig. 2.)

Les observations et les rai-
sonnements du cas général sont
toujours valables et nous au-
rons sur a,, b, et ¢, les mémes
groupements de points par cy-
cles hexagonaux fermés.

Les ponctuelles obtenues for-
ment des involutions de points
dans lesquelles les premiers
points doubles sont confondus
avec le point commun P. l.es
seconds sont les conjugués har-
moniques des premiers par rap-
port au sommet correspondant
du triangle auxiliaire, comme A,
et a son conjugué A, sur a.
~ Ces points doubles ci sont les
points harmoniquement asso-
ciés de P.

Les involutions sur a,, b,, c,
considérées deux a deux sont
doublement homologiques
parce qu’elles ont toujours deux
points doubles conjugués, con-
fondus en P. Nous avons déja
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