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PROPRIETES INVOLUTIVES DUALISTIQUES
DES TRIANGLES

PAR

L. Crevier (Berne-Bienne).

§ . — Groupement des involutions par rapport & un triangle
fondamental et un triangle auxiliaire.

1. GROUPEMENT DES TRANSVERSALES.

Tuéoreme. — [Htant donné
deux triangles ABC et a,b,c,
tels que a, passe par A, b, par
B, ¢, par G, toute transversale
issue d’un sommet A du premier
triangle rencontre le second en
deux points qui joints aux au-
tres sommets B et C entrainent
de la méme maniere une figure
a stx sommets, dont les sommets
opposés sont sur les cdtés suc-
cessifs a,b,c, et dont les cotés
opposés se coupent dans les som-

mets primitifs ABC. (Fig. 1)

Le triangle fondamental est
ABC et le triangle auxiliaire
A, B, C, ou aybyc,: Soit a, par

une sécante arbitraire qui

, N
coupe A, B3 en C 2 €1 A,C, en B}‘
Il n'y a qu’un point tel que U,
sur A, B, et celui-ci joint a B
donne &',. Avec cette ligne, on
n’a qu'un point A, et un seul sur
B,C,. De celui-ci on en déduit
une droite ¢, et une seule par

L’Enseignement mathém.. 17¢ année; 1915.

2. GROUPEMENT DES POINTS.

Tutorkme. — Ftant donné
deux triangles a,b,c, et ABC
tels que les sommets du second
se trouvent sur les cotés du pre-
mier, tout point pris sur un coté
a, du premier triangle et joint
aux sommets B et C du second
donrne lieu a deux nouveaux
points sur les cotés b, et ¢, les-
quels entrainent de la méme ma-
niere une figure a six cotés, dont
les cotés opposes passent par les
sommets ABC et dont les som-
mels opposés sont sur a,b,c,.
(Fig. 1)

Le triangle fondamental est
A,B,C, ou a,b,¢, et le triangle
auxiliaire ABC. A est sur ¢, B
sur b, et C sur ¢,. Soit A, un
point sur a,. Nous le joignons
a C et nous trouvons B, univo-
quement déterminé sur b, . Avec
A, et Bnous obtenons C/, surc,.
Les lignes de jonction sont dé-
signées par ¢, et /,. Le point
B, joint avec A donue la droite

18
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C. Elle coupe A,C, en B/,; en

joignant avec A on obtient la
droite &,. On trouve C, sur A, B,
puis b, par 'B el;'A’v2 sur B, C,.
La ligne de jonction A’,C ou ¢,

doit passer parle point B, trouvé

primitivement.

Nous avons d’abord, en A et B,
deux faisceaux homologiques
d’axe CC,, savoir: AC, a,, d,,
AA, qui correspondent a BC,
b,, b, et BB,. Les rayons AB et
BA sont en outre deux rayons

conjugués.

CRELIER

@, et le point C, sur ¢,. Avec B
nous aurons A’, et la droite b,.
A’,C sera la droite ¢/, et donnera
B, sur 4,. La droite B,A ou a,
passera par C', a I'intersection
de ¢, et 0',. ‘

En effet, nous avons sur a, et

b, deux ponctuelles homologi-

~ques de cenire C, savoir: B,,-

A,, Ay, A, et A qui correspon-

dent 2 A,, B',, B,, BetB,. Les

points en C, sont deux points
homologues confondus.

Fig. 1.



PROPRIETES INVOLUTIVES 271

En A et C nous avons égale-
ment deux autres faisceaux ho-
mologiques d’axe BB,: AC, a,,
a'y, AA, et AB puis leurs conju-
gués CA, ¢,, ¢,, CC, et CB. 1
en résulte deux faisceaux homo-
graphiques en B et C; ce sont:
BC, ¢,, b,, BB,, BA, conjugués
de CA, c,¢,, CC, et CB.

D’autre part nous avonsen B et
C deux faisceaux homologiques
d’axe AA, et si nous admettons
que A, C ne passe pas par B, et
si nous désignons par ¢", ce
rayon A’,C, tandis que ¢/, sera
B,C, nous aurons :

BC, [),2, [)3, BBi, et BA
conjugués de

CB, ¢, ¢",, CC; et CA .

De cette maniere nous aurons
deux faisceaux homographiques
concentriques en C:

CA, ¢,, ¢,, CC, et CB conju-
gués de CB, ¢,, ¢",, CC, et CA.
Ces faisceaux ont au moins une
paire de rayons conjugués réci-
proques CA et CB; ils forment
donc une involution et tous les
rayons conjugués sont récipro-
ques : ¢, et ¢,, ¢, et ¢",, etc.

Dans ces conditions ¢, et ¢’,
sont tous deux conjugués de ¢,
ils sont confondus et A’,C passe
bien par B,

Nous obtenonsun groupement
cyclique fermé, ou une figure a

Sur a, et ¢, nous avons égale-
ment deux autres ponctuelles
homologiques de centre B: B,,
A,, A, C,, A, et A conjugués
deB,, C,/,C,, A;,Cet C;. Il en
résulte deux ponctuelles homo-
graphiques sur b, et ¢, ; ce sont:

Ai? B'27 B21 Ciy B y _Ei
conjugués de
B1 ’ Clﬁ ’ C2 ) Al ’ C ‘, Ei .

D’autre part, nous avons en-
core -deux ponctuelles homolo-
giques de centre A sur b, et ¢,
et si nous admettons que la
droite a, ne passe pas par C,,
et si nous désignons par C’,,
son point de coupe avecc,, nous
aurons :

Alv B’Z’ B2) Cl’ Br B_l)
conjugués

Al’ C27 C"'a’v BI’ El! C .

Nous obtenons finalement
deux ponctuelles homographi-
ques de méme base sur ¢,

B,, Uy, Gy, Ay, G, G, conju-
gués de A,, C,, "y, B,, C,, C.
Ces ponctuelles ont au moins
une paire de points conjugués
réciproques, B conjugué de A
et A conjugué de B. Elles for-
ment une involution et tous les
points conjugués sont récipro-
ques : C', et C, puis C, et C",,
etc. .
Dans ces conditions €', et (7,
sont tous deux conjugués de C,;
ils sont donc confondus et la
droite a, passe bien par (', sur
c, et sur &',

Nous obtenons alors un grou-
pement cyclique fermé ou un
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six sommets qui est C',A, B/,
C,A,B,; les sommets C,(C/,,
B,B,, A,\’, sont sur les axes
d’homologie, c’est-a-dire sur les
cotés du triangle auxiliaire;
C,A, = 0,, C,A, = 0b,, A,B,
= ¢,, A',B, = ¢, et enfin B,C,
= d,, B,C';, = a, se coupent
bien en A, B et C.

Le méme raisonnement sub-
sisterait avec une autre trans-
versale a,, laquelle entrainerait
les transversales a,a’, en A,
b,b',en B, et e,y en Cavec les
sommets A,A', sur a, = B, C,,
B.B» sur b, = A,C, et enfin
C.Cn sur ¢, = A,B,. Donc le
théoreme est démontré.

3. INVOLUTIONS DANS LES SOMMETS
DU TRIANGLE FONDAMENTAL.

Nous avons AB = ¢, AC = 0,
BC=a et AA, = AN, = d/,,
B81 = BE'1 i 6,1’ CC1 = L(?;
=, .

D’aprés ce qui précede, a, et
a'n en A sont des rayons conju-
gués d’'une involution dans la-
quelle b et ¢ puis a, et &', sont
également conjugués.

Nous avons la méme chose
avec b, et 0, en B puis avec ¢,
et ¢/, en C.

Toutes les transversales par
A comme a,, a;, ..., ap ... don-
neront des groupements cycli-
ques ou des hexagones fermés
analogues au premier. A cha-
cune d’elles correspondra d’a-
bord un rayon conjugué en A
comme d'y, @'y ... @n ..., puis
une paire de rayons conjugués
en B et une en C. Nous pour-
rons désigner ces paires par

CRELIER

hexagonedecotésc,a', b, ', a,0',.
Les cotés opposés ¢, ¢y, a,a’, et
b,b', passent respectivement par
C, A et B. lLes sommets opposés
(cgd'y) et (yay), (aybly), et (dyb,),
puis (b,¢,) et (b'yc,) sont respecti-
vementsur les cotés b,, ¢, et a,.

Nous avons le méme raison-
nement avec un point quelcon-
que A, de a,. Il entrainera les
points A, A’y sur a,, B, B, sur b,
et C,C'» sur ¢, avec les trans-
versales a,a'n en A, 0,0, en B
et ¢,c'n en C. Donc le théoreme
est démontré.

4. INVOLUTIONS SUR LES COTES
DU TRIANGLE FONDAMENTAL.

Nous poserons encore A, =
1
Intersection de a et a, = (aq,],
B —i C. — fee
B, = (bb,) et C, == (cey).

D’apres ce qui précede les
points A, et A’, sur a, sont des
points conjugués d’une involu-
tion dans laquelle B, et C, puis
A et A, sont également conju-
gueés.

N\T A

Nous avons la méme chose
avec B, et B, sur b, puis C, et
Cnsurc, .

Tous les points de a,, A,,
A, ... A, ... donneront des
hexagones fermés analogues au

te] o
premier. A chacun d’eux cor-
respondra en outre un point

. z 5 > !/ 14
conjugué sur a, soit AQ,_A3
A’, ... et ensuite une paire de
points conjugués sur b, et une
sur ¢,. Nous désignerons ces
paires par B,B,. B,B, ... B, B,
et CQ CIQ, C3(2,3., P Cn C,/z . '
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b, 0y, b0y, ... buby,
Collyy Callyy i Cnllny ..

[’ensemble des paires en cha-
que sommet appartient ainsi a
uneinvolution définie parlesélé-
ments des 2 triangles primitifs.

En outre si nous comparons
les involutions des deux som-
mets, celles de A et B par exem-
ple, nous voyons que chaque
paire d'une involution est con-
juguée a une paire, mais a une
seule de l'autre; de plus chaque
rayon comme a, est conjugué
homologique de by, puis conju-
gué homographique de b, et ré-
ciproquement.

La méme remarque subsiste
évidemment pour les paires fon-
damentales des involutions, soit
b,ceta,,a, en A puis a, ¢ et
b,, V', en B; ben A est conjugué
homologique de a en B et con-
jugué homographique de ¢ en
B, puis ¢ en A est conjugué ho-
mologique de ¢ en B et conju-
gué homographique de a en B.
Ensuite z, en A est homologique
avec b'; en B et homographique
avec d, en B; @/, en A est homo-
logique avec 4, en B et homo-
graphique avec &/, en B. On a
la méme chose en commencant

en B.

Nous arrivons ainsi au théo-
reme suivant:

et par

TukoreMe. — Les rayons me-
nes par les sommets du triangle
fondamental forment trois fais-
ceaux involutifs semi-homologi-
ques et homographigues. Les
involutions sont completement
determinées par les éléments du
triangle fondamental et par ceux
du triangle auxiliaire.
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L’ensemble des paires sur
chaque coté appartient a I'invo-
lution définie par les éléments
des 2 triangles primitifs.

En outre la comparaison des
involutions sur deux cotés, a,
et b, par exemple, nous mon-
trera que chaque paire d’une
involution est conjuguée a une
paire, maisauneseuledel’autre;
de plus, chaque point comme A,
est conjugué homologique de B/,
et conjugué homographique de
B, et réciproquement.

Cette relation subsiste évi-
demment pourles paires fonda-
mentales, soit B,C, et AA, sur
a, et A,C, et BB, surd,, B, sar
a, est conjugué homologique de
A, sur b, et homographique de
C, sur b,, puis C, sur a, est ho-
mologique de C, sur b, et ho-
mographique de A, sur b,. En-
suite A sur «, est homologique
de B, sur 4, et homographique
de B sur 4,. On a encore A, sur
a, homologique de B sur b, et
homographique de B, sur b,.
L.a méme chose se présentera
en commencant par les points
sur b,.

Nous arrivons ainsi au théo-
réeme suivant :

TutorEME. — Les points situés
sur les cdétes du triangle fonda-
mental forment trois ponctuelles
involutives semi-homologiques et
homographiques. Les inpolutions
sont compléetement déterminées
par les éléments du triangle
fondamental et par ceux du
triangle auxiliaire.
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5. COURBES ENGENDREES.

D'une maniére générale deux
faisceauxinvolutifs et homogra-
phiques engendrent une courbe
du 4° degré. Siles involutions
sont semi-homologiques et ho-
mographiques, la ligne des
sommetsreprésente deuxrayons
homologues simples confondus.
Cette droite ainsi que 1’axe
d’homologie font partie de la
courbe engendrée, et il ne reste
plus qu’'une conique pour ter-
miner cette courbe.

Du reste les faisceaux, consi-
dérés comme faisceaux homo-
graphiques, engendrent une
conique, et c’est celle-ci qui,
avec les deux droites précé-
dentes, représente la courbe du
4¢ degré.

[.es points de coupe de la
conique avec I’axe d’homologie
correspondent a deux rayons
conjugués dans I’homologie et
a deux rayons conjugués dans
I’homographie. Ces rayons sont
confondus et forment les rayons
doubles des involutions.

Les rayons doubles des fais-
ceaux semi-homologiques et
homographiques sont donc res-
pectivement conjugués.

Nous avons encore un autre
cas particulier possible. Si les
faisceaux semi-homologiques
et homographiques ont deux
rayons doubles conjugués et
confondus avec la ligne des
sommets, ils engendrent cette
droite comme droite double et
I’axe d’homologie comme droite
simple ; il ne reste plus qu'une
quatrieme droite pour former
la courbe générale. Cette droite
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6. COURBES ENVELOPPEES.

Deux ponctuelles involutives
et homographiques enveloppent
une courbe de la 4° classe. Si
les ponctuelles sont semi-homo-
logiques et homographiques, le
point de coupe des bases est
formé de deux points simples
homologues et confondus. Ce
point, ainsi que le centre d’ho-
mologie, font partie de l’enve-
loppe, et il ne reste plus qu'une
conique pour compléter la
courbe de quatrieme classe.

Du reste les ponctuelles con-
sidérées comme des divisions
homographiques engendrent
une conique et ¢’'est celle-ci qui,
avec les deux autres points,
forme la courbe de 4° classe.

Les tangentes de la conique
par le centre dhomologie
donnent deux points conjugués
dans I’homologie et deux points
conjugués dans ’homographie.
Ces points étant respectivement
confondus,ils formentles points
doubles des involutions.

Les points doubles des invo-
lutions semi-homologiques et
homographiques sont donc res-
pectivement conjugués.

Nous avons encore également
un autre cas particulier pos-
sible : Si les involutions ont
deux points doubles conjugués
et confondus avec le point de
coupe des bases, elles envelop-
pent ce point comme point
double; le centre d’homologie
est un troisieme point de l'en-
veloppe et il ne reste plus qu'un
quatrieme point pour finir la
courbe générale. Ce point est
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est déterminée par deux paires
quelconques de rayons con-
jugués.

Le point de coupe de cette
droite avec l'axe d’homologie
est évidemment le point de
coupe des deux autres rayons
doubles séparés mais homolo-
gues. Des involutions de ce
genre sont appelées involutions
doublement homologiques.

Revenons maintenant aux in-
volutions dans le triangle fon-
damental et par rapport au
triangleauxiliaire. Enleurappli-

quant les considérations précé-

dentes, nous pouvons établir le
théoréme suivant :

TuéoreME. — Les faisceaux
involutifs semi-homologiques et
homographiques dans les som-
mets du triangle fondamental
engendrent d’une part, les cdtés
du triangle fondamental, d’ autre
part les cotés du triangle auxi-
liaire, et enfin 3 coniques Ci.a,
Ciy, Cic, telles que chacune
d’elles passe par un sommet du
triangle auxiliaire et par deux
sommets du triangle fondamen-
tal, en étant tangente d’un cété
de ce triangle en chaque som-
met. (Fig. 1.)

En effet, tout faisceau est
semi-homologique et homogra-
phique avec chacun des deux

autres. Les cotés de A B C sont

les rayons homologues confon-
dus et ceux de A, B, C, sont les
axes d’homologie.

D’autre part les faisceaux en
A et B par exemple, donnent
encore une conique (G, passant
par A et B ; les tangentes en ces
points sontles rayons conjugués

déterminé par deux paires quel-
conques de poinls conjugués.

La ligne de jonction de ce
point avec le centre d’homolo-
gie est évidemment la droite de
jonction des deux autres points
doubles conjugués, mais sépa-
rés. Nous appellerons ces invo-
lutions des involutions double-
ment homologigues.

Revenons maintenant aux in-
volutions sur les cdtés du trian-
gle fondamental et par rapport
au triangle auxiliaire. En les
traitant d’apres ce qui précede,
nous arrivons au théoreme sui-
vant : _

THEOREME. — Les ponctuelles
involutives semi-homologiques et
homographigues sur les cétés du
trianglefondamental engendrent
d’'une part, les sommets du
triangle fondamental, d’autre
part les sommets du triangle
auzxtliaire et enfin 3 coniques
Kia, Kip, Kie, telles que cha-
cunes d’elles est tangente a un
coté du triangle auxiliaire et a
deux cdétés du triangle fonda-
mental en passant par un som-
met de ce triangle sur chaque
cote. (Fig. 1.)

En effet, chaque ponctuelle
est semi-homologique et homo-
graphique avec chacune des
deux autres. Les sommets de
A,B,C, sont des points homo-
logues confondusetles sommets
ABC sont les centres d’homo-
logie.

D’autre part les ponctuelles
sur a, et b, parexemple, donnent
encore une conique K. tan-
gente a a, et b,. Les points de
tangence sont les points conju
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de AB, soient AC et BC ou les
cOtés de ABC autres que AB.

Cororraire. — Tout point de
coupe de deux conigques autre
que A, B ou C appartient aussi
a la troisieme.

Soit P un tel point sur Ciq
et Ci.p. Les rayons AP et CP
sontconjugués homographiques
dans Ci5; BP et CP sont con-
jugués homographiques dans
C1.a; done AP et BP sont conju-
gués homographiquesetle point
P appartient aussi a la courbe

l.c -

AUTRE cOROLLAIRE. — Les
rayons doubles de deux fais-
ceaux involutifs comme les preé-
cédents sont respectivement ho-
mologues et passent par les
points de coupe de 'axe corres-
pondant avec la conique respec-
tive.

Les rayons doubles en A et B
se coupent sur laxe CC, et ces
points de coupe appartiennent a
la conigue Cic. Il en sera de
meéme avec les aulres coniques.

Ces rayons sont en A : diq et
d>., en B: dip et dap, puis en
C: di.c et da... Nous aurons di.q
conjuguéde d s etdi.c, d2.a con-
jugué de dap et da.c.

7. PONCTUELLES INVOLUTIVES.

Chaque involution dans les
sommets du triangle fondamen-
tal ABC est coupée parles cotés
des deux triangles ABC et
A,B, C, suivant des involutions
de points qui jouiront de pro-
priétés analogues.
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gués de l'intersection ¢, des
bases, soient les deux autres
sommets B, sur @, et A, sur b,.

Cororraire. — Toute tan-
gente commune de deux coni-
ques, autre que a,, b, ou ¢, est
ausst une tangente de la troi-
sieme.

Soit p uue tangente de Ky 4 et
Ki.5. Les points de coupe de p
avec a, et ¢, sont conjugués ho-
mographiques par rapport a
Ki.» et ceux de p avecd, ete,, le
sont par rapport a Ki,. Donc
les points de coupe de p avec «,
et 6, sont homographiques et la
droite p est une tangente de K ..

AUTRE COROLLAIRE. — Les
points doubles des ponctuelles
involutives, comme les préce-
dentes, sont homologues et dé-
terminent les tangentes de la
conique respective par le centre
d’homologie correspondant.

Les points doubles sur a, et b,
donnent les tangentes de K, .. par
C. 1l en sera de méme avec les
autres conigues.

Ces points seront Dy, et Dag
sur a,;, Dy et Dap sur b, Dic
et Da. sur ¢, et 'on aura Dy,
conjugué de Dy et Dy, puis
D:.. conjugué de Dy et Da.

8. FAISCEAUX INVOLUTIFS.

Chaque involution sur un des
cOotés du triangle fondamental
peut étre réunie avec le troi-
sieme sommet de ce triangle ou
avec les deux sommets corres-
pondants du triangle auxiliaire.
Les faisceaux involutifs ainsi
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Considéronsl’involutionenA,
elle est coupée par le coté BC,
puis parlescotés A, B, et A, C,.
Dans linvolution sur BC les
points B et C sont conjugués,
A,sura, est conjugué de A’ sur
P KQ sur a, est conjugué de
A/, sur @,, et ainsi de suite. Les
points doubles seront Di.. et
Ds., sur les rayons doubles par
A.

Sur A,B, nous aurons B, et
A,, Cet C, C, et C';, comme
points conjugués, puis comme
points doubles Di.c et Dac. Sur
A,C,, cesera C, et A, BetB,,
B, et B’,, puis comme points
doubles Dy et Das.

Les points doubles sur A, C,
ouA, B, sont les points de coupe
de ces lignes avec les coniques
Cisou Cy.

Nous pourrons comparer main-
tenant les involutions sur les
cotés fondamentaux et celles sur
les cOtés auxiliaires. Pour cela
nous nous reporterons aux in-
volutionsen A et B. Lesinvolu-
tions correspondantes sur BC
et AC sont homographiques; a
chaque paire de l'une corres-
pond une paire mais une seule
de I'autre. En outre deux lignes
de jonction comme A, B, ou
A,B’, passeront toujours par le
conjugué harmonique €' de C,
sur AB, puisque CC, = ¢, et ¢
sont des diagonales fixes dans
les quadrilatéres correspon-
dants. C est un point conjugué
avec lui-méme. Les deux ponc-
tuelles sur AC et BC sont semi-

277

obtenus jouiront de propriétés
analogues aux autres.

Avec I'involution sur a,, nous
formons des faisceaux en A, ou
en B ou encore en C. Soit le
faisceau involutif en A,: les
cOtés b, et ¢, sont conjugués ;
EI—J par A, est conjugué de &', par
A',; a, par A, est conjugué de
a', par A/, et ainsi de suite. Les
rayons doubles d)., et da, pas-
sent par les points doubles Dy
et Dag.

Dans le faisceau involutif en
C les rayons conjugués sont a
et b, c, et ¢,, ¢, et , ete.; les
rayons doubles sont di.. et da.
par Diget Dao. En B, les rayons
conjugués sont @ et ¢, b, et 0’
b, et by, etc. Comme nous
l'avons déja dit, les rayons
doubles par B et C seront les
tangentes des coniques K5 et

K'l.c-

Nous pouvons comparer les
involutions dans les sommets
du triangle fondamental et
celles dans les sommets du
triangle auxiliaire. Considé-
rons les involutions en A, et B,
dépendant de celles sur @, et b,.
Elles sont d’abord homographi-
ques; a chaque paire de rayons
de 'une correspond une paire,
mais une seule de 'autre.

En outre les points de coupe
de 2 rayons apparentés comme
a, et b, a, etl,, etc., seront
toujours sur le conjugué har-
monique ¢ de CC, = ¢/,, par
rapport a @, et b, en C,, car C
et C, sont des points diagonaux
fixes dans les quadrangles cor-
respondants. Le rayon ¢, est en
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homologiques et homographi-
ques de centre C'.

Llles engendrent une nouvelle
conique Ks.., tangente de AC en
A et de BC en B, et en plus, les
deux points C et C'. La ligne de
Jjonction des points doubles con-
Jugues passe éevidemment par C'.

Nous aurons un raisonne-
ment analogue pour les autres
cO6tés et nous trouverons ainsi
les trois coniques Ka.q, Kaop et
K2.c-

Dans le triangle auxiliaire
A,B,C,,lesinvolutionssurA, B,
et A, C, correspondent a celles
en A et lesinvolutions sur B, C,
et B, A, correspondent a celle
en B. l.es deux premieres sont
semi-homologiques et homo-
graphiques et de centre A. Elles
sont identiques avec celles étu-
diées au début, dans la partie
dualistique et elles engendrent
la conique K1... Nous aurons un
raisonnement analogue pour les
autres cotés et nous retrouve-
rons les trois coniques déja
connues Ky, K15 et Kq..

Nous avons encore d’autres
ponctuelles possibles. En cou-
pant par exemple, 'involution
de rayons en A par les droites
¢, et dip, nous trouvons deux
ponctuelles involutives semi-
homologiques et homographi-
ques de centre A et dont le
point de coupe des bases Di.
est un point formé de deux
points doubles conjugués et
confondus.

[’enveloppe des droites par
les points homologues contient

plus conjugué a lui-méme : Les
deux faisceaux involutifs en A,
et B, sont donc semi-homologi-
ques et homographiques.

Ils engendrent wune nouvelle
conique Ca. tangentede A, C, en
A, et de B,C, en B,, plus les
deux droites ¢, et ¢'. Le point de
coupe des rayons doubles con-
jugués est évidemment sur la
droite c.

Nousauronsun raisonnement
analogue pour les autres som-
mets et nous trouverons ainsi
les trois coniques Csq, Cosp et
Co.c.

Dans le triangle ABC nous
aurons des faisceaux involutifs
en C et B correspondant a l'in-
volution sur a, et d’autres fais-
ceaux involutifs en A et C cor-
respondant al’involution sur 4,.
l.es deux premiers faisceaux
sont semi-homologiques et ho-
mographiques d’axe a, ;ils sont
identiques avec ceux étudiés au
début dans la partie dualistique
etilsengendrentlaconique Ci.q.
Il en sera de méme des faisceaux
dans les autres sommets et nous
retrouverons les coniques Ci.q,
C1,b et Cl.c.

Parmi les autres faisceauxin-
volutifs possibles, considérons
ceux formés en joignant la ponc-
tuelle sur a,, avec C et Dy sur
b,. Nous obtenons deux fais-
ceaux involutifs semi-homolo-
giques et homographiques d’axe
a, et dont la ligne de jonction
des sommets C et Dy, est for-
mée de deux rayons doubles
homologues et confondus.

Ces faisceaux seront double-
ment homologiques et la courbe
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ce point Di. comme point dou-
ble et le point A comme point
simple ; il ne reste plus qu’un
point pour former complete-
ment la courbe. Autrement dit,
les lignes de jonction des points
homographiques doivent passer
par le méme centre

Nous voyons de suite que ce
centre sera Dagsur BCet A Dy,
ou C1D1s, ete. (Fig. 1.)

Nous avons le méme résultat
avec les sécantes by et di ., etc.,
puis des résultats analogues
avec les faisceaux en B et en C.

Ces remarques donnent im-
médiatement lieu aux observa-
tions suivantes relatives aux
rayons doubles et aux points

doubles.

1. Les lignes de jonction d’un
sommet comme A avec les points
doubles D1y ouDaasura,, solent
dia et daaen A, passent par les
points doubles respectifs sur a;
on a donc dia par Daa et dg,a
par Di..

2. Les lignes de jonction d'un
point comme C, sur ¢ avec les
points doubles d'un cété duméme
triangle fondamental, b par
exemple, passent par les points
doubles correspondants de l'au-
tre coté c.

C,1 D”) = n, , passe par D2.a

HOI
w)

le = 1y, passe par D, .

8. Les droites D1aDyy et Dasg
D2y passant par C', a cause de
la premiere remarque relative &
ce point.

engendrée contient cette droite
CDis comme droite double,
ainsi que l'axe d’homologie a,
comme droite simple. Il ne reste
plus qu’une droite pour com-
pléter la courbe ; autrement dit,
les points de coupe des rayoms
conjugués homographiquement
seront sur une méme droite.

Cette droite sera ds g passant
par l'intersection des droites b,
et ¢, et des droites a et di., ou
A,Di.. Cette droite contient
également les intersections de
¢y et dip = Ny, ete. (Fig. 1)

Nous aurons les mémes résul-
tats avec les ponctuelles sur b,
et ¢,

Nous en déduirons immédia-
tement les observations sui-
vantes conformes a leurs dua-
listiques.

1. Les points de coupe d’'un
coté comme a avec les rayons
doubles dia ou da.a par A, soient
Dia et Daa, sont aussi sur les
rayons doubles respectifs par A, ,
on aura done D, . sur aa.a, Ds.a
sur 51,3 s

2. Les points de coupe d'un
rayon comme ¢, = ¢/, = CC,
—= C,C, par C avec Zes rayons
doubles issus d’'un autre sommet
du triangle fondamental B, par
exemple, sont aussi sur les
rayons doubles non correspon-
dants de Uautre sommet C,.

Inter i ' d — N d

ntersection (cld“)) N, sur d, .
. ./— N )

Intersection <Lid2.b) s 32.0 sur dl.a

3. Lespomts de coupe (d1 ady. b)

t (d2adap) sont sur ¢’ a cause
de la premiere remarque rela-
tive a cette droile.
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DieDic et ‘D2,Ds. passent
par B’ et ainsi de suite pour des
raisons analogues.

9.. INVOLUTIONS DE TRIANGLES.
(3 cotés)

En considérant une paire de
rayons conjugués a, et a’, en A
puis la paire conjuguée en B:
b, et ', et enfin la paire conju-
guée en C: ¢, et ¢/,, ces paires
déterminent un hexagone
A,B,C,A,B,(C, et deux tri-
angles Il 11l et Il ITp1T..
[.es sommets opposés de i’hexa-
gone sont sur les cotés du tri-
angle auxiliaire et les sommets
opposés des triangles sont sur
les coniques engendrées par les
involutions en A, B et C; 1, et
Iy, sont sur Cy4, 1 et II's sur
Cis et Ilc et Il sur Ci.. comme
points de coupe de rayons ho-
mologues des faisceaux.

Tous les triangles comme
0111, et NIl II., puis
HI I I, et IIT IIDR HOT. ...
sont tels que leurs cotés oppo-
sés sont involutivement conju-
gués.

Ces triangles forment donc
une suite dans laquelle chacun
d’eux est réciproquement con-
jugué a un autre, mais a un
seul, autrement dit ils forment
une i(nvolution de triangles.

Le triangle fondamental est
conjugué a lui méme, A est con-
jugué de B sur Cyc, B est con-
jugué de C sur Cj., et Cestcon-
jugué de A sur Cpp. ABC est
conjugué avec BCA.
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(d1.ad1.c) et (drada.c) sont sur
6" et ainsi de suite pour des
raisons analogues.

10. INVOLUTIONS DE TRIANGLES.
(3 sommets)

En considérantles points con-
jugués A, et A', sur @, puis B,
et B', sur &, et enfin C, et C,
sur ¢,, ces trois paires de points
déterminent ’hexagone de cOtés
a,b',c,a',b,c'y ainsi que 2 tri-
angles A, B,C, et A, B, ;. Les
points de coupe des cOtés op-
posés de 'hexagone sont dans
les sommets du triangle auxi-
liaire et les cOtés opposés des
triangles sont des tangentes des
coniques engendrées par les in-
volations sur a,b,¢,. B,C, et
B, (', sont des tangentes de Ki.q
et ainsi de suite. Ces droites
sont des lignes de jonction de
points homologues des ponc-
tuelles. -

Tous les triangles comme
A,B,C, et A,B,C/, puis A,B,C,
et A,B,C, ... sont tels que
leurs sommets opposés sont in-
volutivement conjugués.

Ces triangles forment donc
une suite dans laquelle chacun
d’eux est réciproquement con-
jugué a un autre, mais a un
seul, autrement dit ils forment
une involution de triangles.

Le triangle fondamental est
conjugué a lui-méme, a, est con-
jugué de b, par rapport a la co-
nique Ki.¢, &, est conjugué de c,
sur Ky.q et ¢, est conjugué de a,
sur Kis. a,b,¢, est conjugué de
b,coay.
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A,B,C, ou I;I;I. est conju-
gué de I'. 1, I'y étant sur ¢/,
vonjugué de ¢, en C et sur 0,
conjugué de b, en B, ete. L1111,
est conjugué de Il II'pIT. et
ainsi de suite.

I’involution possede deux
triangles doubles formés par
les rayons doubles, ce sont D14
Dj.s Dic et Dsa D2s Ds.. Cha-
cun est conjugué a lui-méme;
les sommets homologues sont
confondus en D14, D13, elec.

Les coniques ontau moins un
point commun, soit > ce point;
il correspond a un triangle de
I'involution pour lequel les trois
sommets sont confondus. Le
iriangle conjugué s’obtiendra
de la méme manieére que les au-
tres. Il ne peut pas y avoir de
triangle du systeme involutif
dont les sommets soient sur les
cOtés du triangle fondamental,
puisque ceux-ci sont des tan-
gentes. D’autre part, il ne peut
pas non plus y avoir de trian-
gles du systeme dont les som-
mets soient séparés et en ligne
droite carles cotés d’un triangle
tel que II, I 11, passent chacun
par un sommet de ABC.

Revenons aux triangles con-
Jugués I 1, et 1,106 1T .. La
ligne de jonction de deux som-
mets homologues 11, et 11's, ¢’est-
a-dire de deux sommets sur la
méme conique, passera toujours
par un point fixe, le conjugué
harmonique A’ de A, par rap-
port a B et C, puisque a et a,
sont des diagonales fixes dans
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Le triangle auxiliaire ABC est
conjugué de A,B,C, parce que
A, estconjugué de A sur a,, ete.,
a,b,c, est conjugué de a', 0, ¢,
et ainsi de suite.

[’involution possede aussi
deux triangles doubles corres-
pondant aux points doubles, ce
sont D; oD1.sDicet D2.oD2yDse.
Chacun estconjugué alui-méme
car les coOtés représentent en
somme deux rayons homologues
confondus.

Les coniques ont au moins
une tangente commune, soit p.
Elle correspond a un triangle
de linvolution dont les cotés
sont confondus, et le triangle
conjugué s'obttendra dela méme
maniere que les autres. Il ne peut
pas y avoir de triangles du sys-
téeme dont les cotés passent par
les sommets du triangle fonda-
mental, puisque ceux-ci sont
déja des points de tangence.
D’autre part il ne peut pas vy
avoir de triangles de l'involu-
tion dont les trois cotés soient
séparés et passent par un méme
point; autrement dit, il ne peut
pas y avoir de triangles qui se
ramenent a un point, car les
sommets doivent appartenir a
chacun des trois cotés respectifs
du triangle fondamental.

Revenons aux deux triangles
conjugués A,B,C, et A/, B, C,.
Les points de coupe de deuz ¢o-
tés homologues, B,C, et B,C/,
parexemple, c’est-a-dire le point
de coupe de deux tangentes de la
méme conique sera towjours sur
une drodte fize, le rayon conju-
gue harmonique a' de o/, = ',
—= AA, par rapport a b, et c,,
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les quadrilatéres correspon-
dants. De la méme manieére
s — II'y passera par B’ et 11, —
Il'; par C'.

[.es droites analogues menées
par les sommets des triangles
doubles, comme C'Dy et C'Ds,
sont les droites de jonction de
deux points confondus sur une
conique. Cesont par conséquent
des tangentes de la conique.

Les langentes respectives des
coniques Cia, Ciyp, Crc par A',
B’, C' sont les droites de jonc-
tion de ces points avec les points
doubles des involutions corres-
pondantes sur les cétés du trian-
gle auxiliaire, ou avec les som-
mets correspondants des trian-
gles doubles de [linvolution de
triangles.

[’ensembledes lignesdejonc-
tion considérées en A’, B’ et C’
forment trois faisceaux homo-
graphiques puisque chaque li-
gne d’un faisceau est conjuguée
a une, mais a une seule de cha-
queautre faisceau. Ces faisceaux
engendrent trois coniques Cs.4,
Cs.s et Cs.c, telles que chacune
d’elles passe par les deux som-
mets correspondants et par un
sommet du triangle fondamen-
tal. C3.. par exemple, passe par
B’, C" et A car C'"AB et B’CA
sont des rayons conjugués. Ces
trois coniques passent encore
évidemment par les points com-
me P communs aux trois coni-

ques Ci.q, C1.3, et Cye.
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car les points A et A, sont des
points diagonaux fixes des qua-
drangles correspondants. De la
méme maniere A, C, et A',C/, se
coupent sur ' et A,B, et A',B,
sur ¢,

Les points de coupe des cotés
des triangles doubles avec les
rayons a’ b’ et ¢’ correspondants
seront les points de tangence de
ces cOtés avec leur conique res-
pective, car ce point est aussi le
pointdecoupe de deuxtangentes
confondues. D1, — Di.ccoupera
a’ en son point de tangence avec
Kia.

Les points de coupe des coni-
ques Ki.aKip, Kye. , avec les droi-
tes a’, b', ¢/ (Kiq avec a’, etc.)
sont les points de coupe de ces
droites avec les cotés correspon-
dants des triangles doubles de
Uinvolution detriangles et ce sont
aussiles points detangence de ces
mémes cotés avec les courbes.

Les points de coupe sur les
rayons a', b', ¢’ considérés dans
leur ensemble forment trois
ponctuelles homographiques,
chaque point de 'une étant con-
jugué a un, mais un seul de
chacune des autres. Ces ponc-
tuelles engendrent trois coni-
ques telles que chacune d’elles
Ksa, Kss et Ki. est tangente
aux deux bases correspondantes
et & un coté du triangle fonda-
mental. K3, par exemple est
tangente de &', ¢’ et a,, puisque
C, sur ¢’ et B, sur &' sont des
points conjugués.

Ces trois coniques admettent
évidemment p et les autres tan-
geates communes des Ky .4, Ky,
Ki.., comme tangentes commu-

nes a elles aussi.
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