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PROPRIETES INVOLUTIVES DUALISTIQUES
DES TRIANGLES

PAR

L. Crevier (Berne-Bienne).

§ . — Groupement des involutions par rapport & un triangle
fondamental et un triangle auxiliaire.

1. GROUPEMENT DES TRANSVERSALES.

Tuéoreme. — [Htant donné
deux triangles ABC et a,b,c,
tels que a, passe par A, b, par
B, ¢, par G, toute transversale
issue d’un sommet A du premier
triangle rencontre le second en
deux points qui joints aux au-
tres sommets B et C entrainent
de la méme maniere une figure
a stx sommets, dont les sommets
opposés sont sur les cdtés suc-
cessifs a,b,c, et dont les cotés
opposés se coupent dans les som-

mets primitifs ABC. (Fig. 1)

Le triangle fondamental est
ABC et le triangle auxiliaire
A, B, C, ou aybyc,: Soit a, par

une sécante arbitraire qui

, N
coupe A, B3 en C 2 €1 A,C, en B}‘
Il n'y a qu’un point tel que U,
sur A, B, et celui-ci joint a B
donne &',. Avec cette ligne, on
n’a qu'un point A, et un seul sur
B,C,. De celui-ci on en déduit
une droite ¢, et une seule par
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2. GROUPEMENT DES POINTS.

Tutorkme. — Ftant donné
deux triangles a,b,c, et ABC
tels que les sommets du second
se trouvent sur les cotés du pre-
mier, tout point pris sur un coté
a, du premier triangle et joint
aux sommets B et C du second
donrne lieu a deux nouveaux
points sur les cotés b, et ¢, les-
quels entrainent de la méme ma-
niere une figure a six cotés, dont
les cotés opposes passent par les
sommets ABC et dont les som-
mels opposés sont sur a,b,c,.
(Fig. 1)

Le triangle fondamental est
A,B,C, ou a,b,¢, et le triangle
auxiliaire ABC. A est sur ¢, B
sur b, et C sur ¢,. Soit A, un
point sur a,. Nous le joignons
a C et nous trouvons B, univo-
quement déterminé sur b, . Avec
A, et Bnous obtenons C/, surc,.
Les lignes de jonction sont dé-
signées par ¢, et /,. Le point
B, joint avec A donue la droite

18



270 L.
C. Elle coupe A,C, en B/,; en

joignant avec A on obtient la
droite &,. On trouve C, sur A, B,
puis b, par 'B el;'A’v2 sur B, C,.
La ligne de jonction A’,C ou ¢,

doit passer parle point B, trouvé

primitivement.

Nous avons d’abord, en A et B,
deux faisceaux homologiques
d’axe CC,, savoir: AC, a,, d,,
AA, qui correspondent a BC,
b,, b, et BB,. Les rayons AB et
BA sont en outre deux rayons

conjugués.
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@, et le point C, sur ¢,. Avec B
nous aurons A’, et la droite b,.
A’,C sera la droite ¢/, et donnera
B, sur 4,. La droite B,A ou a,
passera par C', a I'intersection
de ¢, et 0',. ‘

En effet, nous avons sur a, et

b, deux ponctuelles homologi-

~ques de cenire C, savoir: B,,-

A,, Ay, A, et A qui correspon-

dent 2 A,, B',, B,, BetB,. Les

points en C, sont deux points
homologues confondus.

Fig. 1.
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En A et C nous avons égale-
ment deux autres faisceaux ho-
mologiques d’axe BB,: AC, a,,
a'y, AA, et AB puis leurs conju-
gués CA, ¢,, ¢,, CC, et CB. 1
en résulte deux faisceaux homo-
graphiques en B et C; ce sont:
BC, ¢,, b,, BB,, BA, conjugués
de CA, c,¢,, CC, et CB.

D’autre part nous avonsen B et
C deux faisceaux homologiques
d’axe AA, et si nous admettons
que A, C ne passe pas par B, et
si nous désignons par ¢", ce
rayon A’,C, tandis que ¢/, sera
B,C, nous aurons :

BC, [),2, [)3, BBi, et BA
conjugués de

CB, ¢, ¢",, CC; et CA .

De cette maniere nous aurons
deux faisceaux homographiques
concentriques en C:

CA, ¢,, ¢,, CC, et CB conju-
gués de CB, ¢,, ¢",, CC, et CA.
Ces faisceaux ont au moins une
paire de rayons conjugués réci-
proques CA et CB; ils forment
donc une involution et tous les
rayons conjugués sont récipro-
ques : ¢, et ¢,, ¢, et ¢",, etc.

Dans ces conditions ¢, et ¢’,
sont tous deux conjugués de ¢,
ils sont confondus et A’,C passe
bien par B,

Nous obtenonsun groupement
cyclique fermé, ou une figure a

Sur a, et ¢, nous avons égale-
ment deux autres ponctuelles
homologiques de centre B: B,,
A,, A, C,, A, et A conjugués
deB,, C,/,C,, A;,Cet C;. Il en
résulte deux ponctuelles homo-
graphiques sur b, et ¢, ; ce sont:

Ai? B'27 B21 Ciy B y _Ei
conjugués de
B1 ’ Clﬁ ’ C2 ) Al ’ C ‘, Ei .

D’autre part, nous avons en-
core -deux ponctuelles homolo-
giques de centre A sur b, et ¢,
et si nous admettons que la
droite a, ne passe pas par C,,
et si nous désignons par C’,,
son point de coupe avecc,, nous
aurons :

Alv B’Z’ B2) Cl’ Br B_l)
conjugués

Al’ C27 C"'a’v BI’ El! C .

Nous obtenons finalement
deux ponctuelles homographi-
ques de méme base sur ¢,

B,, Uy, Gy, Ay, G, G, conju-
gués de A,, C,, "y, B,, C,, C.
Ces ponctuelles ont au moins
une paire de points conjugués
réciproques, B conjugué de A
et A conjugué de B. Elles for-
ment une involution et tous les
points conjugués sont récipro-
ques : C', et C, puis C, et C",,
etc. .
Dans ces conditions €', et (7,
sont tous deux conjugués de C,;
ils sont donc confondus et la
droite a, passe bien par (', sur
c, et sur &',

Nous obtenons alors un grou-
pement cyclique fermé ou un
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six sommets qui est C',A, B/,
C,A,B,; les sommets C,(C/,,
B,B,, A,\’, sont sur les axes
d’homologie, c’est-a-dire sur les
cotés du triangle auxiliaire;
C,A, = 0,, C,A, = 0b,, A,B,
= ¢,, A',B, = ¢, et enfin B,C,
= d,, B,C';, = a, se coupent
bien en A, B et C.

Le méme raisonnement sub-
sisterait avec une autre trans-
versale a,, laquelle entrainerait
les transversales a,a’, en A,
b,b',en B, et e,y en Cavec les
sommets A,A', sur a, = B, C,,
B.B» sur b, = A,C, et enfin
C.Cn sur ¢, = A,B,. Donc le
théoreme est démontré.

3. INVOLUTIONS DANS LES SOMMETS
DU TRIANGLE FONDAMENTAL.

Nous avons AB = ¢, AC = 0,
BC=a et AA, = AN, = d/,,
B81 = BE'1 i 6,1’ CC1 = L(?;
=, .

D’aprés ce qui précede, a, et
a'n en A sont des rayons conju-
gués d’'une involution dans la-
quelle b et ¢ puis a, et &', sont
également conjugués.

Nous avons la méme chose
avec b, et 0, en B puis avec ¢,
et ¢/, en C.

Toutes les transversales par
A comme a,, a;, ..., ap ... don-
neront des groupements cycli-
ques ou des hexagones fermés
analogues au premier. A cha-
cune d’elles correspondra d’a-
bord un rayon conjugué en A
comme d'y, @'y ... @n ..., puis
une paire de rayons conjugués
en B et une en C. Nous pour-
rons désigner ces paires par
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hexagonedecotésc,a', b, ', a,0',.
Les cotés opposés ¢, ¢y, a,a’, et
b,b', passent respectivement par
C, A et B. lLes sommets opposés
(cgd'y) et (yay), (aybly), et (dyb,),
puis (b,¢,) et (b'yc,) sont respecti-
vementsur les cotés b,, ¢, et a,.

Nous avons le méme raison-
nement avec un point quelcon-
que A, de a,. Il entrainera les
points A, A’y sur a,, B, B, sur b,
et C,C'» sur ¢, avec les trans-
versales a,a'n en A, 0,0, en B
et ¢,c'n en C. Donc le théoreme
est démontré.

4. INVOLUTIONS SUR LES COTES
DU TRIANGLE FONDAMENTAL.

Nous poserons encore A, =
1
Intersection de a et a, = (aq,],
B —i C. — fee
B, = (bb,) et C, == (cey).

D’apres ce qui précede les
points A, et A’, sur a, sont des
points conjugués d’une involu-
tion dans laquelle B, et C, puis
A et A, sont également conju-
gueés.

N\T A

Nous avons la méme chose
avec B, et B, sur b, puis C, et
Cnsurc, .

Tous les points de a,, A,,
A, ... A, ... donneront des
hexagones fermés analogues au

te] o
premier. A chacun d’eux cor-
respondra en outre un point

. z 5 > !/ 14
conjugué sur a, soit AQ,_A3
A’, ... et ensuite une paire de
points conjugués sur b, et une
sur ¢,. Nous désignerons ces
paires par B,B,. B,B, ... B, B,
et CQ CIQ, C3(2,3., P Cn C,/z . '
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b, 0y, b0y, ... buby,
Collyy Callyy i Cnllny ..

[’ensemble des paires en cha-
que sommet appartient ainsi a
uneinvolution définie parlesélé-
ments des 2 triangles primitifs.

En outre si nous comparons
les involutions des deux som-
mets, celles de A et B par exem-
ple, nous voyons que chaque
paire d'une involution est con-
juguée a une paire, mais a une
seule de l'autre; de plus chaque
rayon comme a, est conjugué
homologique de by, puis conju-
gué homographique de b, et ré-
ciproquement.

La méme remarque subsiste
évidemment pour les paires fon-
damentales des involutions, soit
b,ceta,,a, en A puis a, ¢ et
b,, V', en B; ben A est conjugué
homologique de a en B et con-
jugué homographique de ¢ en
B, puis ¢ en A est conjugué ho-
mologique de ¢ en B et conju-
gué homographique de a en B.
Ensuite z, en A est homologique
avec b'; en B et homographique
avec d, en B; @/, en A est homo-
logique avec 4, en B et homo-
graphique avec &/, en B. On a
la méme chose en commencant

en B.

Nous arrivons ainsi au théo-
reme suivant:

et par

TukoreMe. — Les rayons me-
nes par les sommets du triangle
fondamental forment trois fais-
ceaux involutifs semi-homologi-
ques et homographigues. Les
involutions sont completement
determinées par les éléments du
triangle fondamental et par ceux
du triangle auxiliaire.
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L’ensemble des paires sur
chaque coté appartient a I'invo-
lution définie par les éléments
des 2 triangles primitifs.

En outre la comparaison des
involutions sur deux cotés, a,
et b, par exemple, nous mon-
trera que chaque paire d’une
involution est conjuguée a une
paire, maisauneseuledel’autre;
de plus, chaque point comme A,
est conjugué homologique de B/,
et conjugué homographique de
B, et réciproquement.

Cette relation subsiste évi-
demment pourles paires fonda-
mentales, soit B,C, et AA, sur
a, et A,C, et BB, surd,, B, sar
a, est conjugué homologique de
A, sur b, et homographique de
C, sur b,, puis C, sur a, est ho-
mologique de C, sur b, et ho-
mographique de A, sur b,. En-
suite A sur «, est homologique
de B, sur 4, et homographique
de B sur 4,. On a encore A, sur
a, homologique de B sur b, et
homographique de B, sur b,.
L.a méme chose se présentera
en commencant par les points
sur b,.

Nous arrivons ainsi au théo-
réeme suivant :

TutorEME. — Les points situés
sur les cdétes du triangle fonda-
mental forment trois ponctuelles
involutives semi-homologiques et
homographiques. Les inpolutions
sont compléetement déterminées
par les éléments du triangle
fondamental et par ceux du
triangle auxiliaire.
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5. COURBES ENGENDREES.

D'une maniére générale deux
faisceauxinvolutifs et homogra-
phiques engendrent une courbe
du 4° degré. Siles involutions
sont semi-homologiques et ho-
mographiques, la ligne des
sommetsreprésente deuxrayons
homologues simples confondus.
Cette droite ainsi que 1’axe
d’homologie font partie de la
courbe engendrée, et il ne reste
plus qu’'une conique pour ter-
miner cette courbe.

Du reste les faisceaux, consi-
dérés comme faisceaux homo-
graphiques, engendrent une
conique, et c’est celle-ci qui,
avec les deux droites précé-
dentes, représente la courbe du
4¢ degré.

[.es points de coupe de la
conique avec I’axe d’homologie
correspondent a deux rayons
conjugués dans I’homologie et
a deux rayons conjugués dans
I’homographie. Ces rayons sont
confondus et forment les rayons
doubles des involutions.

Les rayons doubles des fais-
ceaux semi-homologiques et
homographiques sont donc res-
pectivement conjugués.

Nous avons encore un autre
cas particulier possible. Si les
faisceaux semi-homologiques
et homographiques ont deux
rayons doubles conjugués et
confondus avec la ligne des
sommets, ils engendrent cette
droite comme droite double et
I’axe d’homologie comme droite
simple ; il ne reste plus qu'une
quatrieme droite pour former
la courbe générale. Cette droite

CRELIER

6. COURBES ENVELOPPEES.

Deux ponctuelles involutives
et homographiques enveloppent
une courbe de la 4° classe. Si
les ponctuelles sont semi-homo-
logiques et homographiques, le
point de coupe des bases est
formé de deux points simples
homologues et confondus. Ce
point, ainsi que le centre d’ho-
mologie, font partie de l’enve-
loppe, et il ne reste plus qu'une
conique pour compléter la
courbe de quatrieme classe.

Du reste les ponctuelles con-
sidérées comme des divisions
homographiques engendrent
une conique et ¢’'est celle-ci qui,
avec les deux autres points,
forme la courbe de 4° classe.

Les tangentes de la conique
par le centre dhomologie
donnent deux points conjugués
dans I’homologie et deux points
conjugués dans ’homographie.
Ces points étant respectivement
confondus,ils formentles points
doubles des involutions.

Les points doubles des invo-
lutions semi-homologiques et
homographiques sont donc res-
pectivement conjugués.

Nous avons encore également
un autre cas particulier pos-
sible : Si les involutions ont
deux points doubles conjugués
et confondus avec le point de
coupe des bases, elles envelop-
pent ce point comme point
double; le centre d’homologie
est un troisieme point de l'en-
veloppe et il ne reste plus qu'un
quatrieme point pour finir la
courbe générale. Ce point est
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est déterminée par deux paires
quelconques de rayons con-
jugués.

Le point de coupe de cette
droite avec l'axe d’homologie
est évidemment le point de
coupe des deux autres rayons
doubles séparés mais homolo-
gues. Des involutions de ce
genre sont appelées involutions
doublement homologiques.

Revenons maintenant aux in-
volutions dans le triangle fon-
damental et par rapport au
triangleauxiliaire. Enleurappli-

quant les considérations précé-

dentes, nous pouvons établir le
théoréme suivant :

TuéoreME. — Les faisceaux
involutifs semi-homologiques et
homographiques dans les som-
mets du triangle fondamental
engendrent d’une part, les cdtés
du triangle fondamental, d’ autre
part les cotés du triangle auxi-
liaire, et enfin 3 coniques Ci.a,
Ciy, Cic, telles que chacune
d’elles passe par un sommet du
triangle auxiliaire et par deux
sommets du triangle fondamen-
tal, en étant tangente d’un cété
de ce triangle en chaque som-
met. (Fig. 1.)

En effet, tout faisceau est
semi-homologique et homogra-
phique avec chacun des deux

autres. Les cotés de A B C sont

les rayons homologues confon-
dus et ceux de A, B, C, sont les
axes d’homologie.

D’autre part les faisceaux en
A et B par exemple, donnent
encore une conique (G, passant
par A et B ; les tangentes en ces
points sontles rayons conjugués

déterminé par deux paires quel-
conques de poinls conjugués.

La ligne de jonction de ce
point avec le centre d’homolo-
gie est évidemment la droite de
jonction des deux autres points
doubles conjugués, mais sépa-
rés. Nous appellerons ces invo-
lutions des involutions double-
ment homologigues.

Revenons maintenant aux in-
volutions sur les cdtés du trian-
gle fondamental et par rapport
au triangle auxiliaire. En les
traitant d’apres ce qui précede,
nous arrivons au théoreme sui-
vant : _

THEOREME. — Les ponctuelles
involutives semi-homologiques et
homographigues sur les cétés du
trianglefondamental engendrent
d’'une part, les sommets du
triangle fondamental, d’autre
part les sommets du triangle
auzxtliaire et enfin 3 coniques
Kia, Kip, Kie, telles que cha-
cunes d’elles est tangente a un
coté du triangle auxiliaire et a
deux cdétés du triangle fonda-
mental en passant par un som-
met de ce triangle sur chaque
cote. (Fig. 1.)

En effet, chaque ponctuelle
est semi-homologique et homo-
graphique avec chacune des
deux autres. Les sommets de
A,B,C, sont des points homo-
logues confondusetles sommets
ABC sont les centres d’homo-
logie.

D’autre part les ponctuelles
sur a, et b, parexemple, donnent
encore une conique K. tan-
gente a a, et b,. Les points de
tangence sont les points conju
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de AB, soient AC et BC ou les
cOtés de ABC autres que AB.

Cororraire. — Tout point de
coupe de deux conigques autre
que A, B ou C appartient aussi
a la troisieme.

Soit P un tel point sur Ciq
et Ci.p. Les rayons AP et CP
sontconjugués homographiques
dans Ci5; BP et CP sont con-
jugués homographiques dans
C1.a; done AP et BP sont conju-
gués homographiquesetle point
P appartient aussi a la courbe

l.c -

AUTRE cOROLLAIRE. — Les
rayons doubles de deux fais-
ceaux involutifs comme les preé-
cédents sont respectivement ho-
mologues et passent par les
points de coupe de 'axe corres-
pondant avec la conique respec-
tive.

Les rayons doubles en A et B
se coupent sur laxe CC, et ces
points de coupe appartiennent a
la conigue Cic. Il en sera de
meéme avec les aulres coniques.

Ces rayons sont en A : diq et
d>., en B: dip et dap, puis en
C: di.c et da... Nous aurons di.q
conjuguéde d s etdi.c, d2.a con-
jugué de dap et da.c.

7. PONCTUELLES INVOLUTIVES.

Chaque involution dans les
sommets du triangle fondamen-
tal ABC est coupée parles cotés
des deux triangles ABC et
A,B, C, suivant des involutions
de points qui jouiront de pro-
priétés analogues.
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gués de l'intersection ¢, des
bases, soient les deux autres
sommets B, sur @, et A, sur b,.

Cororraire. — Toute tan-
gente commune de deux coni-
ques, autre que a,, b, ou ¢, est
ausst une tangente de la troi-
sieme.

Soit p uue tangente de Ky 4 et
Ki.5. Les points de coupe de p
avec a, et ¢, sont conjugués ho-
mographiques par rapport a
Ki.» et ceux de p avecd, ete,, le
sont par rapport a Ki,. Donc
les points de coupe de p avec «,
et 6, sont homographiques et la
droite p est une tangente de K ..

AUTRE COROLLAIRE. — Les
points doubles des ponctuelles
involutives, comme les préce-
dentes, sont homologues et dé-
terminent les tangentes de la
conique respective par le centre
d’homologie correspondant.

Les points doubles sur a, et b,
donnent les tangentes de K, .. par
C. 1l en sera de méme avec les
autres conigues.

Ces points seront Dy, et Dag
sur a,;, Dy et Dap sur b, Dic
et Da. sur ¢, et 'on aura Dy,
conjugué de Dy et Dy, puis
D:.. conjugué de Dy et Da.

8. FAISCEAUX INVOLUTIFS.

Chaque involution sur un des
cOotés du triangle fondamental
peut étre réunie avec le troi-
sieme sommet de ce triangle ou
avec les deux sommets corres-
pondants du triangle auxiliaire.
Les faisceaux involutifs ainsi
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Considéronsl’involutionenA,
elle est coupée par le coté BC,
puis parlescotés A, B, et A, C,.
Dans linvolution sur BC les
points B et C sont conjugués,
A,sura, est conjugué de A’ sur
P KQ sur a, est conjugué de
A/, sur @,, et ainsi de suite. Les
points doubles seront Di.. et
Ds., sur les rayons doubles par
A.

Sur A,B, nous aurons B, et
A,, Cet C, C, et C';, comme
points conjugués, puis comme
points doubles Di.c et Dac. Sur
A,C,, cesera C, et A, BetB,,
B, et B’,, puis comme points
doubles Dy et Das.

Les points doubles sur A, C,
ouA, B, sont les points de coupe
de ces lignes avec les coniques
Cisou Cy.

Nous pourrons comparer main-
tenant les involutions sur les
cotés fondamentaux et celles sur
les cOtés auxiliaires. Pour cela
nous nous reporterons aux in-
volutionsen A et B. Lesinvolu-
tions correspondantes sur BC
et AC sont homographiques; a
chaque paire de l'une corres-
pond une paire mais une seule
de I'autre. En outre deux lignes
de jonction comme A, B, ou
A,B’, passeront toujours par le
conjugué harmonique €' de C,
sur AB, puisque CC, = ¢, et ¢
sont des diagonales fixes dans
les quadrilatéres correspon-
dants. C est un point conjugué
avec lui-méme. Les deux ponc-
tuelles sur AC et BC sont semi-

277

obtenus jouiront de propriétés
analogues aux autres.

Avec I'involution sur a,, nous
formons des faisceaux en A, ou
en B ou encore en C. Soit le
faisceau involutif en A,: les
cOtés b, et ¢, sont conjugués ;
EI—J par A, est conjugué de &', par
A',; a, par A, est conjugué de
a', par A/, et ainsi de suite. Les
rayons doubles d)., et da, pas-
sent par les points doubles Dy
et Dag.

Dans le faisceau involutif en
C les rayons conjugués sont a
et b, c, et ¢,, ¢, et , ete.; les
rayons doubles sont di.. et da.
par Diget Dao. En B, les rayons
conjugués sont @ et ¢, b, et 0’
b, et by, etc. Comme nous
l'avons déja dit, les rayons
doubles par B et C seront les
tangentes des coniques K5 et

K'l.c-

Nous pouvons comparer les
involutions dans les sommets
du triangle fondamental et
celles dans les sommets du
triangle auxiliaire. Considé-
rons les involutions en A, et B,
dépendant de celles sur @, et b,.
Elles sont d’abord homographi-
ques; a chaque paire de rayons
de 'une correspond une paire,
mais une seule de 'autre.

En outre les points de coupe
de 2 rayons apparentés comme
a, et b, a, etl,, etc., seront
toujours sur le conjugué har-
monique ¢ de CC, = ¢/,, par
rapport a @, et b, en C,, car C
et C, sont des points diagonaux
fixes dans les quadrangles cor-
respondants. Le rayon ¢, est en
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homologiques et homographi-
ques de centre C'.

Llles engendrent une nouvelle
conique Ks.., tangente de AC en
A et de BC en B, et en plus, les
deux points C et C'. La ligne de
Jjonction des points doubles con-
Jugues passe éevidemment par C'.

Nous aurons un raisonne-
ment analogue pour les autres
cO6tés et nous trouverons ainsi
les trois coniques Ka.q, Kaop et
K2.c-

Dans le triangle auxiliaire
A,B,C,,lesinvolutionssurA, B,
et A, C, correspondent a celles
en A et lesinvolutions sur B, C,
et B, A, correspondent a celle
en B. l.es deux premieres sont
semi-homologiques et homo-
graphiques et de centre A. Elles
sont identiques avec celles étu-
diées au début, dans la partie
dualistique et elles engendrent
la conique K1... Nous aurons un
raisonnement analogue pour les
autres cotés et nous retrouve-
rons les trois coniques déja
connues Ky, K15 et Kq..

Nous avons encore d’autres
ponctuelles possibles. En cou-
pant par exemple, 'involution
de rayons en A par les droites
¢, et dip, nous trouvons deux
ponctuelles involutives semi-
homologiques et homographi-
ques de centre A et dont le
point de coupe des bases Di.
est un point formé de deux
points doubles conjugués et
confondus.

[’enveloppe des droites par
les points homologues contient

plus conjugué a lui-méme : Les
deux faisceaux involutifs en A,
et B, sont donc semi-homologi-
ques et homographiques.

Ils engendrent wune nouvelle
conique Ca. tangentede A, C, en
A, et de B,C, en B,, plus les
deux droites ¢, et ¢'. Le point de
coupe des rayons doubles con-
jugués est évidemment sur la
droite c.

Nousauronsun raisonnement
analogue pour les autres som-
mets et nous trouverons ainsi
les trois coniques Csq, Cosp et
Co.c.

Dans le triangle ABC nous
aurons des faisceaux involutifs
en C et B correspondant a l'in-
volution sur a, et d’autres fais-
ceaux involutifs en A et C cor-
respondant al’involution sur 4,.
l.es deux premiers faisceaux
sont semi-homologiques et ho-
mographiques d’axe a, ;ils sont
identiques avec ceux étudiés au
début dans la partie dualistique
etilsengendrentlaconique Ci.q.
Il en sera de méme des faisceaux
dans les autres sommets et nous
retrouverons les coniques Ci.q,
C1,b et Cl.c.

Parmi les autres faisceauxin-
volutifs possibles, considérons
ceux formés en joignant la ponc-
tuelle sur a,, avec C et Dy sur
b,. Nous obtenons deux fais-
ceaux involutifs semi-homolo-
giques et homographiques d’axe
a, et dont la ligne de jonction
des sommets C et Dy, est for-
mée de deux rayons doubles
homologues et confondus.

Ces faisceaux seront double-
ment homologiques et la courbe
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ce point Di. comme point dou-
ble et le point A comme point
simple ; il ne reste plus qu’un
point pour former complete-
ment la courbe. Autrement dit,
les lignes de jonction des points
homographiques doivent passer
par le méme centre

Nous voyons de suite que ce
centre sera Dagsur BCet A Dy,
ou C1D1s, ete. (Fig. 1.)

Nous avons le méme résultat
avec les sécantes by et di ., etc.,
puis des résultats analogues
avec les faisceaux en B et en C.

Ces remarques donnent im-
médiatement lieu aux observa-
tions suivantes relatives aux
rayons doubles et aux points

doubles.

1. Les lignes de jonction d’un
sommet comme A avec les points
doubles D1y ouDaasura,, solent
dia et daaen A, passent par les
points doubles respectifs sur a;
on a donc dia par Daa et dg,a
par Di..

2. Les lignes de jonction d'un
point comme C, sur ¢ avec les
points doubles d'un cété duméme
triangle fondamental, b par
exemple, passent par les points
doubles correspondants de l'au-
tre coté c.

C,1 D”) = n, , passe par D2.a

HOI
w)

le = 1y, passe par D, .

8. Les droites D1aDyy et Dasg
D2y passant par C', a cause de
la premiere remarque relative &
ce point.

engendrée contient cette droite
CDis comme droite double,
ainsi que l'axe d’homologie a,
comme droite simple. Il ne reste
plus qu’une droite pour com-
pléter la courbe ; autrement dit,
les points de coupe des rayoms
conjugués homographiquement
seront sur une méme droite.

Cette droite sera ds g passant
par l'intersection des droites b,
et ¢, et des droites a et di., ou
A,Di.. Cette droite contient
également les intersections de
¢y et dip = Ny, ete. (Fig. 1)

Nous aurons les mémes résul-
tats avec les ponctuelles sur b,
et ¢,

Nous en déduirons immédia-
tement les observations sui-
vantes conformes a leurs dua-
listiques.

1. Les points de coupe d’'un
coté comme a avec les rayons
doubles dia ou da.a par A, soient
Dia et Daa, sont aussi sur les
rayons doubles respectifs par A, ,
on aura done D, . sur aa.a, Ds.a
sur 51,3 s

2. Les points de coupe d'un
rayon comme ¢, = ¢/, = CC,
—= C,C, par C avec Zes rayons
doubles issus d’'un autre sommet
du triangle fondamental B, par
exemple, sont aussi sur les
rayons doubles non correspon-
dants de Uautre sommet C,.

Inter i ' d — N d

ntersection (cld“)) N, sur d, .
. ./— N )

Intersection <Lid2.b) s 32.0 sur dl.a

3. Lespomts de coupe (d1 ady. b)

t (d2adap) sont sur ¢’ a cause
de la premiere remarque rela-
tive a cette droile.
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DieDic et ‘D2,Ds. passent
par B’ et ainsi de suite pour des
raisons analogues.

9.. INVOLUTIONS DE TRIANGLES.
(3 cotés)

En considérant une paire de
rayons conjugués a, et a’, en A
puis la paire conjuguée en B:
b, et ', et enfin la paire conju-
guée en C: ¢, et ¢/,, ces paires
déterminent un hexagone
A,B,C,A,B,(C, et deux tri-
angles Il 11l et Il ITp1T..
[.es sommets opposés de i’hexa-
gone sont sur les cotés du tri-
angle auxiliaire et les sommets
opposés des triangles sont sur
les coniques engendrées par les
involutions en A, B et C; 1, et
Iy, sont sur Cy4, 1 et II's sur
Cis et Ilc et Il sur Ci.. comme
points de coupe de rayons ho-
mologues des faisceaux.

Tous les triangles comme
0111, et NIl II., puis
HI I I, et IIT IIDR HOT. ...
sont tels que leurs cotés oppo-
sés sont involutivement conju-
gués.

Ces triangles forment donc
une suite dans laquelle chacun
d’eux est réciproquement con-
jugué a un autre, mais a un
seul, autrement dit ils forment
une i(nvolution de triangles.

Le triangle fondamental est
conjugué a lui méme, A est con-
jugué de B sur Cyc, B est con-
jugué de C sur Cj., et Cestcon-
jugué de A sur Cpp. ABC est
conjugué avec BCA.
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(d1.ad1.c) et (drada.c) sont sur
6" et ainsi de suite pour des
raisons analogues.

10. INVOLUTIONS DE TRIANGLES.
(3 sommets)

En considérantles points con-
jugués A, et A', sur @, puis B,
et B', sur &, et enfin C, et C,
sur ¢,, ces trois paires de points
déterminent ’hexagone de cOtés
a,b',c,a',b,c'y ainsi que 2 tri-
angles A, B,C, et A, B, ;. Les
points de coupe des cOtés op-
posés de 'hexagone sont dans
les sommets du triangle auxi-
liaire et les cOtés opposés des
triangles sont des tangentes des
coniques engendrées par les in-
volations sur a,b,¢,. B,C, et
B, (', sont des tangentes de Ki.q
et ainsi de suite. Ces droites
sont des lignes de jonction de
points homologues des ponc-
tuelles. -

Tous les triangles comme
A,B,C, et A,B,C/, puis A,B,C,
et A,B,C, ... sont tels que
leurs sommets opposés sont in-
volutivement conjugués.

Ces triangles forment donc
une suite dans laquelle chacun
d’eux est réciproquement con-
jugué a un autre, mais a un
seul, autrement dit ils forment
une involution de triangles.

Le triangle fondamental est
conjugué a lui-méme, a, est con-
jugué de b, par rapport a la co-
nique Ki.¢, &, est conjugué de c,
sur Ky.q et ¢, est conjugué de a,
sur Kis. a,b,¢, est conjugué de
b,coay.
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A,B,C, ou I;I;I. est conju-
gué de I'. 1, I'y étant sur ¢/,
vonjugué de ¢, en C et sur 0,
conjugué de b, en B, ete. L1111,
est conjugué de Il II'pIT. et
ainsi de suite.

I’involution possede deux
triangles doubles formés par
les rayons doubles, ce sont D14
Dj.s Dic et Dsa D2s Ds.. Cha-
cun est conjugué a lui-méme;
les sommets homologues sont
confondus en D14, D13, elec.

Les coniques ontau moins un
point commun, soit > ce point;
il correspond a un triangle de
I'involution pour lequel les trois
sommets sont confondus. Le
iriangle conjugué s’obtiendra
de la méme manieére que les au-
tres. Il ne peut pas y avoir de
triangle du systeme involutif
dont les sommets soient sur les
cOtés du triangle fondamental,
puisque ceux-ci sont des tan-
gentes. D’autre part, il ne peut
pas non plus y avoir de trian-
gles du systeme dont les som-
mets soient séparés et en ligne
droite carles cotés d’un triangle
tel que II, I 11, passent chacun
par un sommet de ABC.

Revenons aux triangles con-
Jugués I 1, et 1,106 1T .. La
ligne de jonction de deux som-
mets homologues 11, et 11's, ¢’est-
a-dire de deux sommets sur la
méme conique, passera toujours
par un point fixe, le conjugué
harmonique A’ de A, par rap-
port a B et C, puisque a et a,
sont des diagonales fixes dans
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Le triangle auxiliaire ABC est
conjugué de A,B,C, parce que
A, estconjugué de A sur a,, ete.,
a,b,c, est conjugué de a', 0, ¢,
et ainsi de suite.

[’involution possede aussi
deux triangles doubles corres-
pondant aux points doubles, ce
sont D; oD1.sDicet D2.oD2yDse.
Chacun estconjugué alui-méme
car les coOtés représentent en
somme deux rayons homologues
confondus.

Les coniques ont au moins
une tangente commune, soit p.
Elle correspond a un triangle
de linvolution dont les cotés
sont confondus, et le triangle
conjugué s'obttendra dela méme
maniere que les autres. Il ne peut
pas y avoir de triangles du sys-
téeme dont les cotés passent par
les sommets du triangle fonda-
mental, puisque ceux-ci sont
déja des points de tangence.
D’autre part il ne peut pas vy
avoir de triangles de l'involu-
tion dont les trois cotés soient
séparés et passent par un méme
point; autrement dit, il ne peut
pas y avoir de triangles qui se
ramenent a un point, car les
sommets doivent appartenir a
chacun des trois cotés respectifs
du triangle fondamental.

Revenons aux deux triangles
conjugués A,B,C, et A/, B, C,.
Les points de coupe de deuz ¢o-
tés homologues, B,C, et B,C/,
parexemple, c’est-a-dire le point
de coupe de deux tangentes de la
méme conique sera towjours sur
une drodte fize, le rayon conju-
gue harmonique a' de o/, = ',
—= AA, par rapport a b, et c,,
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les quadrilatéres correspon-
dants. De la méme manieére
s — II'y passera par B’ et 11, —
Il'; par C'.

[.es droites analogues menées
par les sommets des triangles
doubles, comme C'Dy et C'Ds,
sont les droites de jonction de
deux points confondus sur une
conique. Cesont par conséquent
des tangentes de la conique.

Les langentes respectives des
coniques Cia, Ciyp, Crc par A',
B’, C' sont les droites de jonc-
tion de ces points avec les points
doubles des involutions corres-
pondantes sur les cétés du trian-
gle auxiliaire, ou avec les som-
mets correspondants des trian-
gles doubles de [linvolution de
triangles.

[’ensembledes lignesdejonc-
tion considérées en A’, B’ et C’
forment trois faisceaux homo-
graphiques puisque chaque li-
gne d’un faisceau est conjuguée
a une, mais a une seule de cha-
queautre faisceau. Ces faisceaux
engendrent trois coniques Cs.4,
Cs.s et Cs.c, telles que chacune
d’elles passe par les deux som-
mets correspondants et par un
sommet du triangle fondamen-
tal. C3.. par exemple, passe par
B’, C" et A car C'"AB et B’CA
sont des rayons conjugués. Ces
trois coniques passent encore
évidemment par les points com-
me P communs aux trois coni-

ques Ci.q, C1.3, et Cye.

CRELIER

car les points A et A, sont des
points diagonaux fixes des qua-
drangles correspondants. De la
méme maniere A, C, et A',C/, se
coupent sur ' et A,B, et A',B,
sur ¢,

Les points de coupe des cotés
des triangles doubles avec les
rayons a’ b’ et ¢’ correspondants
seront les points de tangence de
ces cOtés avec leur conique res-
pective, car ce point est aussi le
pointdecoupe de deuxtangentes
confondues. D1, — Di.ccoupera
a’ en son point de tangence avec
Kia.

Les points de coupe des coni-
ques Ki.aKip, Kye. , avec les droi-
tes a’, b', ¢/ (Kiq avec a’, etc.)
sont les points de coupe de ces
droites avec les cotés correspon-
dants des triangles doubles de
Uinvolution detriangles et ce sont
aussiles points detangence de ces
mémes cotés avec les courbes.

Les points de coupe sur les
rayons a', b', ¢’ considérés dans
leur ensemble forment trois
ponctuelles homographiques,
chaque point de 'une étant con-
jugué a un, mais un seul de
chacune des autres. Ces ponc-
tuelles engendrent trois coni-
ques telles que chacune d’elles
Ksa, Kss et Ki. est tangente
aux deux bases correspondantes
et & un coté du triangle fonda-
mental. K3, par exemple est
tangente de &', ¢’ et a,, puisque
C, sur ¢’ et B, sur &' sont des
points conjugués.

Ces trois coniques admettent
évidemment p et les autres tan-
geates communes des Ky .4, Ky,
Ki.., comme tangentes commu-

nes a elles aussi.
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§ II. — Groupement des involutions par rapport & un triangle
fondamental et un point ou une droite auxiliaires.
11. Nous admettons que le tri-
angle auxiliaire A, B, C, seréduit
a trois droites a,, b,, ¢, passant

par un méme point P. Les ob-

12. Le triangle auxiliaire est
formé par les trois sommets
A, B et C appartenant a une
méme droite p. [.es observations
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Fig. 2.
servations précédentes subsis-
teront et ces droites seront tou-

précédentes seront encore vraies

et les points A, B, C seront tou-

joursles axes d’homologie. (Fig.  jours les centres d’homologie.

2). (Fig. 3).
Les rayons conjugués de a,,

Les points conjugués de A, B,
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b,, ¢, sont confondus avec ces
mémes droites ; ce sont les pre-
miers rayons doubles des invo-
lutions en A, B, C. Les autres
rayons doubles passent par les
points harmoniquement asso-

CRELIER

C, soient A,, B,, C, sont con-
fondus avec ces points; A, B, C
sont donc les premiers points
doubles des involutions. Les
autres seront les conjugués har-
moniques des précédents, par

| Fig. 3.

., . N R
ciés de P, soient P,, P,, P,, et

en outre par les conjugués:

hallnomc_l_ues .C}f’ A, = D14, B,
= Dis, C; = D1 par rapport
aux sommets respectifs A, B,
C. Nous désignerons ces points

rapportaux sommets du triangle
A,, B, C,. Ce sontles pieds des
céviennes du pole trilinéaire P
de p.
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par Ds,, Das, Djy.; ils seront
en ligne droite, sur la polaire
trilinéaire de P.

Le théoreme général relatif
aux courbes engendrées subsiste
avec la remarque suivante: [le
point auxiliaire P est un point
commun des trois courbes Ci.a,
Cip et Cie.

En effet, les rayons AP et BP
sont conjugués homologiques
ou homographiques. Le point P
est donc un point de la courbe
Cic. Il serait de la méme ma-
niére un point de chacune des
autres courbes.-

Les autres points de coupe
des droites a,, b,, ¢, avec les
coniques sontlespointsdecoupe
des seconds rayons doubles con-
jugués des faisceaux involutifs
en A, B, C, soient Dag, Day et
D?.c-

Les ponctuelles involutives
surv les cotés a, b, ¢ ou a,, b,,c
sont analogues a celles du cas
général.

A ce sujet, considérons I'in-
volution de rayons en A et cou-
pons-la par la droite @. Nous
obtenons l'involution de points
BC, A,A’,, ... D14 et Doy, ces
derniers sontles points doubles.

En coupant ce méme faisceau
par une cévienne de P, ¢, ou ,,
nous avons les ponctuelles invo-
lutives CC,, C,C’, ... D¢ et Do
ou BB,, B,B',, ... D1 et Dsas
les points P = Dy, Dy et P
= D1.s, Das sontles points dou-
bles.

(Dy , = Py D, , =Py

Les ponctuelles sur les cotés

L’Enseignement mathém., 17¢ année, 1915.
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Le théoreme général relatif
aux courbes enveloppées sub-
siste, mais en observant que la
droite p est une tangente com-
munedestrois courbes Ki., K1y,
KA.C-

Eneffet, les points A et B sont
conjugués homologiques et ho-
mographiques, ils déterminent
une tangente de la courbe K ¢,
done p est une tangente de Ki.c.
Cette droite sera de la méme
maniere une tangente de cha-
cune des autres courbes.

[La seconde tangente de K.
par C sera la droite CDz, har-
moniquementassociéede p, elle
passe par les seconds points
doubles D24 et D2 des involu-
tions sur a, et 5,. Il en est de
méme en A et B. A

Les faisceaux involutifs en
A,, B,, C,ouen A B, C sont
analogues a ceux du cas général.

L’'involution sur a, jointe avec
le sommet A, nous donne le
faisceau b,c¢,, 52(7,2, . diadra.
Ces derniers sont les rayons
doubles passant respectivement
par A et Dag.

En joignant la méme involu-
tion avec B ou C sur p, nous
obtenons les faisceaux involu-
tifs = 6,0y, b,0',, ... dipdas ou
¢,y oy, o dicdre. Les
rayons doubles donnent lien aux
relations suivantes : diy = p,
dey = Dag . D?..c, di.c = P, et
da.c = D';Z.a . Das.

Les faisceauxinvolutifsen A,

19
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a, b, ¢ du triangle fondamental
sont semi-homologiques et ho-
mographiques. Le centre d’ho-
mologie pour celles sur a et b,
par exemple, est Ds., c'est le

conjugué harmonique de C, par -

rapport a A et B.

Nous obtenons Ds:, comme
point de coupe des lignes de
jonction des points doubles con-
jugués. '

Les ponctuelles sur a et b en-
gendrent une nouvelle conique
Ka.c tangente de AC en A et de
BC en B.

Les ponctuelles considérées
deux a deux sur les cotés abe,
engendrent, comme dans le cas
général, trois coniques, Ksg,
Ksp et Ko, analogues a Ka..

Examinons maintenant les
ponctuelles sur les cotés du tri-
angle auxiliaire: soient celles
sur b, et ¢,; elles ont deux points
doubles homologues confondus
en P ; elles sont doublement ho-
mologiques; la courbe envelop-
pée se ramene a quatre points, P
comme point double, A comme
centre d’homologie et enfin un
quatrieme point Dag. Celui-ci
sera sur les lignes de jonction
des points conjugués correspon-
dants de deux paires quelcon-
ques des involutions. La ligne
de jonction des seconds points
doubles peut servir comme pre-
miere de ces lignes. |

Les trois ponctuelles consi-
dérées deux a deux engendrent
chaque fois quatre points ana-
logues aux précédents.

13. Comme précédemment,
nous aurons une involution de
triangles avec des éléments dou-
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B, et C, considérés deux a deux
sont semi-homologiques et ho-
mographiques. [’axe d’homo-
logie relatif aux faisceaux en A,
et B, est la droite C,P conju-
guée harmonique de ¢', par rap-
portaa, et b,.

Nous obtenons C,P = PP,
comme ligne de jonction des
points de coupe P et P, des
rayons doubles conjugués.

Les faisceaux en A, et B, en-
gendrent une nouvelle conique
Cao.c, tangente de A,C, en A, et
de B,C, en B,.

Les faisceaux considérés deux
a deux dans les sommets du
triangle fondamental A,B,C,
engendrent, comme dans le cas
général, trois coniques Cz., Cs.5
et Ca.c, analogues a Ca.

Passons maintenant aux fais-
ceaux lansles sommets A, B, C
du triangle auxiliaire: soient
ceux en B et C; ils ont deux
rayons doubles homologuescon-
fondus en p; ils sont doublement
homologiques; la courbe engen-
drée se ramene a quatre droi-
tes, p comme droite double, C,P
comme axe d’homologie et enfin
une quatriéme droite PDag.
Celle-ci est la ligne de jonction
des points de coupe des rayons
conjugués correspondants de
deux paires quelconques des
involutions. Le point de coupe
des secondsrayons doubles peut
servir comme premier point.

Les trois faisceaux considérés
deux a deux engendrent chaque
fois quatre droites analogues
aux précédentes.

14. Nous aurons aussi, comme
dans le cas général, une involu-
tion de triangles avec éléments
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bles. Dans le cas général ceux-
cipeuvent étre imaginaires, tan-
dis que dans notre cas particu-
lier ces éléments doubles seront
toujours réels.

Le triangle fondamental est
conjugué a lui-méme sans étre
un élément double. Les trian-
gles Il Il 1. et I, IT'y IT'c sont
des triangles conjugués géné-
raux. [.estriangles doubles sont
d'une part le point auxiliaire P
et d’autre part le triangle des
autres points doubles ou points
harmoniquement associés de P,
soient P, = Dsq4, P, = Das, P,
= D2.c .

Les triangles conjugués nous
donnent les propriétés sui-
vantes :

1. La ligne de jonction de deux
sommelts homologues 1l et Il
passe parle second point double

Da.a du c¢été correspondant a.

IT; Iy passe par Da et I, 1T
par Da...

Le raisonnement est le méme
que dans le cas général.

2. Les lignes de jonction des
sommetstelsquelly et 1. 0w 11y et
. passent par Dan; 1. 1Y, et
I Iy par Da.c puis W, 1. et 11,
Il par Day.

En effet dans le quadrangle
AC,A,B,, la diagonale II, 1T,
coupe le coté B/,C/, dans un
point qui est le conjugué har-
monique du point diagonal sur
ce cote, par rapport a B, et a
(;. Comme ce point de coupe

287

doubles. Dans le cas particulier
qui nous intéresse, ces éléments
doubles seront toujours réels.

lie triangle fondamental est
également conjugué a lui-méme
sans étre un élément double.
Les triangles A,B,C, et A’,B’,C/,
sont des triangles conjugués gé-
néraux. Les triangles doubles
sontd’'une part ABC surladroite
p et d’autre part le triangle des
points doubles D24, Daset Do
les cotés sont aussi les droites
harmoniquement associés de p.

Les triangles conjugués géné-
raux donnentles propriétés sui-
vantes :

1. Le point de coupe de dew.x
cdtés homologues B,C, et B',C/,
est situe sur le second rayon
double par le sommet corres-
pondant A, .

De méme A,B, et A',B, se
coupent sur G, D2 et A,C, avec
A,y sur B, Day.

Le raisonnement est toujours
le méme que dans le cas général.

2. Les points de coupe de deux
cétés non homologues comme
AC, et A,B, on A,C, et A',B,
sont sur le second rayon double
par A soit A\ Ds,. De méme
B,A, et B,y o B, A/, et B,C,
se coupent sur B Da s puis C, A,
et U,By o CLA', et C,B, sur
C1 D2.c.

En effet dans les faisceaux in-
volutifs en A et C, les rayons
conjugués a’, et ¢, se coupent
sur B, P, et dans le quadrilatére
@y, ¢y, by, byle troisieme point
diagonal est 4 I'intersection des
cotés A',B’, et B,C,, soit sur la
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est D2, 2 cause des ponctuelles
sur b, et ¢,, le théoreme est dé-
montré et le raisonnement sub-
siste pour les autres droites de
jonction.

3. Dans lhexagone de som-
mets Lo I I 11 o 11115, les points
de coupe des cotés opposés sont
en ligne droite; celle-ci est la
polaire trilinéaire p du point

donne P.

4. Le point de coupe des droi-
les de jonction des sommets op-
posés de [lhexagone précédent
ouw des sommets homologues de
deux triangles involulifs est sur
une cévienne du point donné P.

II, et Il's, 11p et 11’5 se coupent
en un point dela cévienne CP;en
effet dans le quadrangle 11,11,
IT; 115, les points C et Ds..sont,
d’aprescequiprécede,despoints
diagonaux. CDs. est un rayon

double en C. L’autre point dia-

gonal, soit lintersection de Il,
I, avec II;II's, sera sur le
deuxieme rayon double de l'in-
volution en C, soit sur la cé-
vienne CP.

5. Les tangentes des coniques
Ci.a, C1.6 et Cy.c par les sommets
des triangles doubles sont les
lignes de jonction de ces points
avec les points doubles respectifs
Da.a, Das et Do sur les cétés du
triangle fondamental.

Ceci découle du cas général.
[.es droites de jonction comme
II.1I'; passent par le point dou-
ble correspondant Ds,. Donc

diagonale par le point de coupe
de ', et ¢, ou B, P, a cause des
propriétés harmoniques liant
¢y, @y, dop et laligne de jone-
tion de B avec lintersection
(d/,¢,). Ce raisonnement sub-
siste pour les autres points de
coupe.

3. Dans lhexagone de cotés
(ag) 3] by (a0, [cy) () les lignes
de jonction de deux sommets
opposés passent par le pole tri-
linéaire P de p

(a) = B.C, ; (a) =B,C, ete.

4. La ligne de jonction des
points de coupe de deux paires
de cétés opposés de deux trian-
gles involutifs passe loujours. par
un des points ABC de la droite p.

En effet, soient les points de
coupe lq.« et teo des cOtés (a,)
et (¢',) puis (c,) et (¢,), la droite
taw teo passera par B car dans le
quadrilatere (a,)(d',)(c,)(¢,) les
diagonales sont b, puis da qui
se coupenten Dypetlowitcrs. Cette
troisieme diagonale passera par
le conjugué harmonique B de
D23, par rapport a B, et By, et
la remarquc est démontrée.

5. Les points de tangence des
coniques Ky, Kip et Kie avec
les cotés des triangles doubles
sont les points de coupe de ces
cotés avec les rayons doubles
respectifs daa, day et da.c par les
sommets A, B, C, du triangle fon-
damental.

Ceci résulte du cas général
(n° 10). Le point de coupe Zl4.o
des tangentes (a,) et (a',) de Kiq
est sur da.q; cette regle est géné-
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Ds.oP et D2.oP, par les sommets
P et P, des triangles doubles
sont des tangentes de Ciq. Il
en est de méme avec les deux
autres coniques.

6. Tucoreme. — Les triangles
cireonserits a deux triangles con-
Jugueés et dont les cotés passent
aussi par les sommets du tri-
angle fondamental forment une
nouvelle paire de triangles con-
Jugues.

Soient I 1. et 1o IlpIN
deux triangles conjugués. Nous
joignons Il a A, Il a Bet Il; &
CpuisIloa A, Il'ya B, et II': a
C et nous trouvons deux trian-
gles T 111101, et 11V IXNAIIT..
Pour démontrer qu’ils sont con-
jugués, considérons les rayons
a, et 0',. Ces rayons se coupent
en un point C'; de CP a cause du
quadrilatere complet a/,a,6,0',.
La droite 11oII'sD2.c est une dia-
gonale; la diagonale par (', et
(', passera par C, sur AB; elle
sera donc confondue avec CP.

On démontrerait de méme
que a, et ¢’; se coupent en B,
sur BP, puis b, et ¢/; en A, sur
AA,, ete. Donc les droites par
les sommets du triangle fonda-
mental et les sommets respectifs
des deux triangles conjugués
entrainent un hexagone au sens
du 1°" théoreme (n° 1 et 11); elles
donnent donc lieu & deux nou-
veaux triangles conjugués.

15. Tuéoreme. — Les trois
coniques Cic, Cip et Cic n'ont
qu’un point communréel, le point
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rale. Donc les points de coupe
de deux tangentes confondues
est aussi sur da.q. l.es points de
tangence des tangentes doubles
dia et daq de Ki.o sont alors les
intersections de ces droites avec
doa

6. TutorEnr. — Les triangles
inscrits dans deux triangles con-
jugués et dont les sommels se
trouvent sur les cdtés du triangle
fondamental forment une nou-
velle paire de triangles conju-
gués.

Soient A,B,C, et A,B,C,
deux triangles conjugués. A,B,
coupe ¢, en C,, B,C, coupe a,
en A, et ainsi de suite.

Nous trouvons deux triangles
A,B,C, et A,B,C;. Pour dé-
montrer qu'ils sont conjugués
considérons les points A, et B,
leur ligne de jonction passe par
le point C a4 cause du quadran-
gle A,A,B,B/,; le premier point
diagonal est C, sur a, et b,; le
deuxiéme est sur A',C’, et sur
B,C,, soit sur C,P = da.c; le
troisieme point sera sur C,C
conjugué harmonique de CP
et en méme temps sur A',B,;
c’est C.

On démontrerait de la méme
maniere que B',C; passe par A
et ainsi de suite. Les points con-
sidérés forment donc un hexa-
gone fermé, au sens du 1°" théo-
reme (n° 2 et 12). Ils donnent
lieu a deux nouveaux triangles
conjugués.

16. Tugoreme. — Les trois
conigues Kia, Ky et Ki.c n'ont
qu’une tangente commune réelle,
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P, les deux autres points com-
muns possibles sont imaginaires.

Soit P’ untel point; lesrayons
homographiques conjugués a*,
b*, ¢*, se coupent en P’; un des
triangles de l'involution se ra-
menera ainsi a un point; le tri-
angle conjugué doit étre tel que
les lignes de jonction de ses
sommets avec P’ se coupent sur
les céviennes de P (n° 13, 4); mais
comme elles se coupent en P’,
il faut que P’ coincide avec P.
Nous avons supposé P’ différent
de P; doncle triangle conjugué
du point P’ doit se ramener a
un point P". Les points P’ et P"
seront communs aux trois cour-
bes. Dans ce cas-la, les droites
comme [I,II'y, 1I,1Is et TI.IV,
passeront respectivement par
D2, Dan, Dac; done les deux
points P’ et P, s’ils sont pos-
sibles, seront sur la droite p;
en d’autres termes la droite p
passe par les deux points com-
muns des coniques C,,, Coyp et

Ci.c différents de P.

Les points de coupe de p avec
une des courbes peuvent-ils étre
réels ?

Soit le quadrangle PP, P,P,;
CA et CB sont des tangentes de
Ci.c; ces tangentes sont conju-
guées harmoniques par rapport
a PP,etP,P,. PP, est en outre
une corde de la courbe et le
segment qui contient C est ex-
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la droite p; les deux autres tan-
genles communes possibles sont
imaginaires.

Soit p’ unetelle tangente com-
mune différente de p. Les points
conjugués homographiques
A*B*C* se trouvent alors sur
cette droite et y déterminent un
triangle de I'involution. D’apres
une remarque précédente (n° 14,
4) les points de coupe de p’ avec
les cOtés correspondants du tri-
angle conjugué entraineront des
lignes de jonction passant par
A, Bet Csur p. Il faudrait donc
que p coincidat avec p' ce qui
est impossible. Le triangle con-
jugué peut alors se ramener a
un autre segment de droite p”.

Dans ce cas, les points de
coupe tg.a et teodes paragrap_hes
précédents devant étre sur da.q,
ds.s ou dsc et d’un autre coté ces
points devant coincider avec le
point d’intersection unique de
p’ et p’, il faudra forcément que
tous ces points coincident avec
le pole trilinéaire P de p. En
d’autres termes les deux trian-
oles conjugués rectilignes, s’ils
sont possibles, sont les tan-
gentes de I'une quelconque des
coniques Ky, par P ou les tan-
gentes communes des coniques
Kia, Kip et K. différentes de p
passent par le point P.

Voyons maintenant si ces tan-
gentes sont réelles.

Soit le quadrangle PP P, P.;
C,A, et C,B, sont conjugués
harmoniques par rapport a C,C
et C,Dac. C A, etC,B, sont des
tangentes de Ki.; PP, est une
sécante; la courbe est dans 'an-
gle des tangentes qui contient
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térieur par rapport a cette méme
courbe. La courbe est ainsi dans
I'angle des tangentes CA et CB
qui contient PP,. P, CP, est
dans 'autre angle. l.e segment
AB contenant Ds. sur P, P, est
extérieur par rapport ala méme
courbe.

Les tangentes Da.cP et DacP,
donnent un nouvel angle limi-
tant la courbe. La courbe est
dans langle qui contient AB.
D’autre part BP, est une corde
et le segment quicontient P, sur
PP, est extérieur. Dss est con-
jugué harmonique de B par rap-
port a P,P,, Dss est donc entre
P, et P, du co6té opposé a B.

Ds; est alors entre P, et P, .

dans 'angle extérieur P, D2 P,

Dans ces conditions DacD2.s
est dans l'angle des tangentes
par D2, qui ne contient pas la
courbe Ci. et les points de
coupe de la droite Ds D2 ou r
avec la courbe (i sont imagi-
naires.

On démontrerait de la méme
manieére ue la droite p ne coupe
pas les autres coniques. Donc
les trois coniques, d'apres ce
qui précede, n‘ont pas d’autres
points communs réels que P et
le théoreme est démontré.

Généralisation. — l.es trois
coniques relatives au cas général
sont identiques aux coniques
relatives a notre cas particulier,
puisqu’elles ont toujours au
moins un point réel commun.
Il suffira de considérer ce point
commun P, comme point lié au
triangle fondamental et d’utili-
ser ses céviennes comme axes
d’homologie.

PCP, et C,C est dans l'autre an-
gle, donc cette derniere droite
ne coupe pas la courbe. En ou-
tre le segment A, B, qui contient
C est un seoment extérieur;
nous savons encore que les tan-
gentes par C sont les droites
LA et CDa.s; les pomts AetDay
sont les intersections de C,B,
avec A, P, et de C, A, avec B, P;
les points de tangence sont L,
et L, sur la sécante PP;.

[.a droite PP, qui passe par
D, et B, est dans l'angle des
tangentes C,A, et C,D2s qui
contient la courbe puisque B,
est sur la courbe.

‘B, sur ¢, est entre C et D2
du coté opposé aA,. B, P donne
P entre L, et D2, du c6té opposé
aC,. L, est entre C, et D2, du
cOté opposé a L,, donc L, est
entre L, et D2, du coté de C,.
Dans ces conditions I> ne peut
pas étre sur le segment L, L, qui
contient C,, mais étant sur la
méme direction, il sera de l'au-
tre coté de C,, antrement dit P
esta l'intérieur delacourbe K1 .
Les tangentes de K., par > sont
alors imaginaires.

D’apres ce qui précede, nous
pouvons enconclurequelestrois
courbes n’ont pas d’autres tan-
gentes communes et réelles que
p, et le théoreme est démontré

Généralisation. Les coni-
ques du cas général sont identi-
ques a celles-ci, puisqu’elles ont
toujours au moins une tangente
commune réelle. Il suffira de
considérercette tangentecomme
triangle auxiliaire et d’utiliser
ses points de coupe avec les co-
tés du triangle fondamental
comme centres d’homologie.
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I.e théoreme s’appliquera aux
trois coniques et nous pourrons
en conclure que les courbes du
cas général n'ont également
qu’un point commun réel, les
deux autres sont des points
imaginaires.

Sur uNE CORRESPONDANCE (1—2).

Si nous considérons les trois
coniques Ci.q, C1.5 et Ci1.c du cas
général ou du cas particulier,
nous pouvons les regarder
comme engendrées par les tri-
angles involutifs. )

Toute droite AIl, par A coupe
Ci.c en deux points Il, et 11",.
Chaque point correspond a un
triangle de l'involution et par
conséquent a un rayon a,ou a,’.

En raisonnant ainsi nous
voyons qu’a tout rayon A Il, par
A correspondent deux rayons a,
et a”, également par A.

Les rayons en A formeraient
alors une correspondance (1 —2)
dont les rayons doubles simples
sont les cotés AB et AC du tri-
angle fondamental. Les rayons
conjugués confondus s’obtien-
dront quand le triangle 11,11, I1,
se rameénera a une droite ou a
un point. LLa premiere alterna-
tive est impossible et d’autre
part le triangle I, 11,11, ne peut
seramenerqu’'une foisaunpoint,
le point commun réel des trois
courbes.

Lies correspondances considé-
rées n'ont donc qu’une paire de
rayons homologues simples con-
fondus ; les deux autres paires
sont imaginaires. |
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l.e théoreme s’appliquera a
ces coniques et nous pourrons
en conclure que les courbes du
cas général, comme celles que
nous venons de voir, n’ont
qu'une tangente communeréelle
les deux autres étant imagi-
naires.

Sur UNE CORRESPONDANCE (1 —2).

Les trois coniques Ki,,, Ky,
et Ki.. du cas général ou du cas
spécial peuvent étre considérées
comme enveloppées par les tri-
angles involutifs.

Par tout point A" de a, on
peut mener en général deux
tangentes de Kq... Chaque tan-
gente correspond a un triangle
del’'involution et par conséquent
a un point A, ou A", sur a,.

D’aprés ce raisonnement, a
tout point A” sur a, correspon-
dent également deux points A,
et A”, aussi sur a, .

Les points de la base a, for-
ment alors une correspondance
(1—2) dont les points doubles
simples sont dans les sommets
B, et C, dutriangle fondamental.

On aura les points conjugués
confondus quand le triangle cor-
respondant se ramenera a une
droite. Nous aurons ce cas avec
la droite p ou la tangente com-
mune des trois courbes. Elle
représente un triangle limite et
ce cas n'est possible qu'une
fois.

Les correspondances consi-
dérées n'ont qu'une paire de
points homologues confondus;
les deux autres paires sont ima-
ginaires.
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Nous pouvons encore remar-
quer que le coté AB formé de
deux rayons simples confondus
représente les deux rayons con-
jugués du coté AC et récipro-
quement, ACreprésentelesdeux
rayons simples confondus con-
jugués du coté AB.

INVOLUTIVES
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Nous pouvons observer égale-
ment que les deux points con-
jugués du sommet C, par exem-
ple, sont confondus en B, et
réciproquement, les conjugués
de B, sont confondus en C,.

§ III. — Autres cas spéciaux du groupement des involutions.

17. Le triangle fondamental
est une droite ABC ou p et le
triangle auxiliaire A, B,C, est
quelconque. (Fig. 3.) -

Les observations et les rai-
sonnements du cas général sont
valables. Nous aurons en A, B,
C les mémes groupements de
rayons par cycles hexagonaux
fermés. ,

‘Les faisceaux obtenus forme-
ront des involutions dans les-
quelles les premiers rayons
doubles seront confondus avec
la droite p. Les seconds seront
les conjugués harmoniques des
premiers par rapport a un coté
du triangle auxiliaire comme a,
en A et a son homologue AA,
=a,.

Les points de coupe de ces
seconds rayons doubles avec les
cOtés du triangle auxiliaire sont
les pieds des céviennes du pole
trilinéaire P de p par rapport a
ce triangle A, B, C, .

Les involutions en A, B, C,
prises deux a deux, sont double-
menthomologiques puisqu’elles
ont deux rayons doubles conju-
gués, confondus en p. Cesont du
reste les involutions de rayons

18. Le triangle fondamental
se ramene a trois droites con-
courantes a,, b, ¢, passant par
le point P tandis que le triangle
auxiliaire ABC est quelconque.
(Fig. 2.)

Les observations et les rai-
sonnements du cas général sont
toujours valables et nous au-
rons sur a,, b, et ¢, les mémes
groupements de points par cy-
cles hexagonaux fermés.

Les ponctuelles obtenues for-
ment des involutions de points
dans lesquelles les premiers
points doubles sont confondus
avec le point commun P. l.es
seconds sont les conjugués har-
moniques des premiers par rap-
port au sommet correspondant
du triangle auxiliaire, comme A,
et a son conjugué A, sur a.
~ Ces points doubles ci sont les
points harmoniquement asso-
ciés de P.

Les involutions sur a,, b,, c,
considérées deux a deux sont
doublement homologiques
parce qu’elles ont toujours deux
points doubles conjugués, con-
fondus en P. Nous avons déja
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étudiées précédemment, § II,
n° 12. Les quatriemes droites
engendrées sont les seconds
rayons doubles ds., dap et doe
des faisceaux involutifs en A,
B, et C,, formés au moyen des
ponctuelles involutives sur les
cOtés opposés.

Les faisceaux en A, B, C ne
peuvent pas former de ponec-
tuelles sur p.

Les ponctuelles involutives
sar a,, b,, ¢, du triangle auxi-
liaire sont celles étudiées au
§ I, n° 12. Elles engendrent les
coniques Ky 4, K; 5 et Ky ,.

Les triangles comme 1I,11,11,
et II'. I Il'. compris entre les
rayons a,, b,, ¢, et o, ¥V',, ¢,
COHJU(TUBS des premler font
toujours partie d’une involu-
tion de triangles analogue &
celle du cas général. ABC est
le premier triangle double; le
second est formé par les se-
conds rayons doubles ds.q, day
et do.c. Les sommets sont Ds.,
D2.b, D2,c-

Le conjugué du triangle auxi-
liaire de A, B, C, est le triangle
des rayons @/,, 4/,, ¢, ou le tri-
angle P, P,P, dont les sommets
sontles points harmoniquement
associés de P. Le point P est
également un triangle limite;
son conjugué se determme par
la méthode ordinaire.

Quant a ce triangle, nous
avons simplement a remarquer
que P est le point de coupe des
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rencontré ces involutions au
§ II, n° 11 Les quatriémes
points engendrés sont les se-
conds points doubles des ponc-
tuelles involatives sur les cdtés
a, b et ¢ du triangle auxiliaire :
Dow. Doy, Dae. Ces dernieres
involutions sont déterminées
par les faisceaux involutifs dans
les sommets opposés du méme
triangle. Chacun de ces points,
comme Ds . par exemple, appar-
tient a la droite de jonction des
deux points doubles Da.a et Dap.

Il est évident que les ponc-
tuelles sur «,, b,, ¢, ne peuvent
pas engendrerde faisceauxen P.

Les faisceaux en A, B, C du
triangle auxiliaire sont ceux
étudiés au § 11, n° 11. Ils engen-
drent les coniques Ci.q, Cip et
Cl.c-

Les triangles comme A, B, C,
et A’,B,(, déterminés par les
points conjugués des involu-
tions font partie d’une involu-
tion de triangles, absolument
comme dans le cas général. lLe
point P forme le premier tri-
angle double. Le second est
celui des points doubles Dag,

D2 et Da.

Le conjugué du triangle auxi-
liaire ABC est A, B,C, avec A,
sur aeta,, B, surb et b , puis (_J1
sur ¢ et ¢,. Ses cOtés passent
respectivement par Ds.a, Das
et Da.c; ce sont aussiles droites
harmoniquementassociées dep.

Le triangle formé par les
points de coupe de p avec a,, b,
et ¢, est rectiligne; il fait éga-
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quatriémes droites engendrées
par les involutions en A, B et
C. Les rayons AP, BP et CP
sont conjugués, donc P est un
triangle limite de cotés AP, BP
et CP.

Les propriétés générales rela-
tives aux ponctuelles sur a, b
et ¢ ne subsistent plus dans ce
cas particulier.

Par contre la propriété rela-
tive aux droites II,1I'y, II,11'5,

II.1I'; se retrouve sous une
forme modifiée. Les droites
oIl I, et 1111, sont les

rayons doubles conjugués da.. en
A,, dap en B, et dscen C,;
trois rayons passert évidem-
ment par le méme point P.

Ceci découle du fait que les
faisceaux en A, B et C sont
doublement homologiques et
que les secondes droites engen-

drées sont précisément ces
mémes rayons doubles ds,,
d2 » et d) .

19. Le triangle fondamental
est une droite ABC et la tri-
angle auxiliaire est un point
P. (Fig. 4.)

Pour étre tout a fait précis,
nous dirons : les trois sommets
A, B, C du triangle fondamen-
tal sont en ligne droite sur p,
et les trois cotés du triangle
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lement partie de I'involution et
son conjugué s’obtient d’apres
le procédé général sans autre
remarque particuliere.

A ce sujet nous pouvons ob-
server que p est la droite qui
passe par les quatllemes points
Daa, D2p et Do engendrés par
les involutions; p joue le role
de tangente commune et c'est
par conséquent un triangle rec-
tiligne limite. Encore une fois,
les sommets sont sur a,, b, etc,.

Les propriétés généralesayant
trait aux faisceaux en A,, B,
et C, n’existent plus dans ce cas
particulier.

Par contre la propriété des
points de coupe des coOtés ho-
mologues A,B, avec A',B',,
B,C, avec B,C,, etc., se re-
trouve sous la forme suivante :
Les points de coupe des cités
homologues des triangles conju-
gués sont les points fixes Daa,
D2y et Do de la droite p. Les
lignes de jonction de ces points
de coupe sont évidemment con-
fondues avec p.

Ceci découle également du
fait que les involutions sur a,,
b,, ¢, sont doublement homolo-
giques et que les seconds points
engendrés sont Justement ces
memespomts doubles D, a,D)C,
Da.s.

20. Le triangle fondamental
est un point et le triangle auxi-
liaire une droite. (Fig. 4.)

Nous pouvons dire aussi que
les trois cotés a,, b, et ¢, du
triangle fondamental passent
parfun méme point P et que les
trois sommets du triangle auxi-
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auxiliaire a,, b,, ¢, passent par liaire A, B et C sont en ligne

le méme point P. droite sur p.
Nous avons a nous reporter LLes termes de comparaison

d’'une part, au cas général et seront d’abord le cas général
d’autre part, aux deux derniers puis en second lieu, l'avant-
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cas particuliers précédents, o dernier cas particulier ou le

le triangle est déja un point. triangle auxiliaire était déja
formé de 1rois points en ligne

droite.
Comme dans ces cas, nous De la méme maniére que pré-

obtenons ici, en A, B et C des cédemment nous obtenons sur

groupements de rayons par les cOtésa,, b, et c, des groupe-

- cycles hexagonaux fermés. ments de points par cycles hexa-
gonaux fermés.
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Les faisceaux obtenus en A,
B et C forment des involutions
dans lesquels les rayous doubles
sont, premierement la droite p
et secondement les trois droites
a;,b,,c,.

Ces involutions considérées
deux a deux sont doublement
homologiques, puisqu’elles ont
deux rayons doubles conjugués
confondus en p. Les quatriemes
droites engendrées sont déter-
minées par le point P et parle
point de coupe de deux autres
rayons conjugués quelconques,
comme 1. sur a, et b,.

Ces droites par P sont les con-
Jugués harmoniques du coté
auxiliaire correspondant a,, b,
ou ¢, par rapport aux deux
autres.

La droite II.Il'. par P cou-
pera p en (' qui est le conjugué
harmonique de C par rapport a
A et B.

Les points conjugués comme
II; et II'. sont donc en ligne
droite et d’autre part cette
droite passe par P puisque P
est I'intersection de deuxrayons
doubles.

Nous désignerons cette droite
par ¢’. Dans le quadrilatére
complet a,a', b,0',, les droites
¢,, ¢ et p sont les diagonales ;
les points diagonaux C et C’ sur
p seront donc les conjugués
harmoniques des sommets op-
posés A et B. |

En outre les rayons ¢, et ¢’ en
> seront conjugués harmoni-
ques de a, et b, . :

Les ponctuelles involutives
sur a,, b, et ¢, sont identiques
a celles de la partie dualistique

ci-contre ; elles sont double-

Les involutions obtenues sur
a,, b,, ¢, admettent le point P
comme premier point double et
leurs seconds points doubles
sont les sommets du triangle
auxiliaire A, B, C.

Ces involutions considérées
deux a deux sont doublement
homologiques & cause des
points doubles conjugués et
confondus en P. Les quatriemes
points enveloppés sont déter-
minés par la droite p et par
deux autres points conjugués
quelconques.

Les points considérés swr p
sont les conjugués harmonigues
du point auxiliaire correspon-
dant A, B ou C par rapport aux
deux autres.

La droite A,B, coupe p en '
par exemple, et C' est le con-
jugué harmonique de C par
rapport a A et B.

Les droites conjuguées A, B,
et A’,B’, passent donc par un
méme point et celui-ci se trouve
sur p, puisque p est la jonction
de deux points doubles con-
jugués. |

Nous désignerons ce point
par C'. Dans le quadrangle
complet A,B,A’,B’, les points
P, C et C' seront évidemment
les points diagonaux; les dia-
gonales ¢, et ¢’ seront les con-
jugués harmoniques des cotés
opposés a, et b,.

En outre les points C et C’
sur p seront les conjugués har-
moniques de A et B.

Les faisceaux involutifs par
les points A, B et C sont iden-
tiques a ceux de la partie dua-
listique ci-contre. Ils sont
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ment homologiques et engen-
drent les points A’, B’ et C'.

Les triangles déterminés par
les rayons conjugués comme
ay, b,,c, et a’y, by, ¢’, soient
I 10 et 11,117,117, forment
Iinvolution de triangles, comme
dans le cas général.

Les triangles doubles sont le
triangle ABC sur la droite p et
le point de coupe des coOtés du
triangle auxiliaire soit P.

Les propriétés des triangles
conjugués prennent maintenant
la forme suivante :

1. Les lignes de jonction des
sommets homologues sont con-
fondues avec les droites a', b’
ouwc'.

2. Les lignes de jonction des
sommets non homologues comme
HpIle, I'pIle 0w 111, II.1l',
elc., passent respectivement par
A’, B ou C'.

3. Dans Uhexagone Tl 11" 11,
I 111"y les points de coupe des
cdtés opposés sont en ligne droite
sur p et les lignes de jonction
des sommets opposeés passent par
le méme point P.

4. Les triangles circonscrits
a deux triangles conjugués et
dont les cdtés passent respecti-
vement par A, B ou C sont aussi
des triangles conjugués.

Les démonstrations ou les
remarques des cas précédents
s’appliquent & priori aux pro-
priétés ci-dessus.

doublement homologiques et
engendrentles droitesa’,b'etc’.

Les triangles déterminés par
les points conjugués A,B,C, et
A’ B’,C/,... forment linvolu-
tion des triangles conjugués de
la méme maniere que dans le
cas général.

Les triangles doubles sont
d’abord le point de coupe P des
c6tés du triangle fondamental,
puis le triangle ABC des points
doubles sur ces cotés.

Les propriétés des triangles
conjugués prennent maintenant
la forme suivante :

1. Les points de coupe de deux
cotés homologues sont confondus
avec les points A', B" ou C'.

2. Les points de coupe de deux
cotés non homologues comine
AB,, A'C', ou A,C,, A’ B,
etc., sont respectivement sur a’,
b’ ou ¢’.

3. Dans Uhexagone (a,)(c’,)(b,)
(a’,) (cy) (b',) les lignes de jonc-
tion des sommets opposés pas-
sent par le point P et les points
de coupe de cotés opposeés sont
sur la méme droite p.

4. Les triangles inscrits dans
deux triangles conjugués et dont
les sominets se trouvent respec-
tivement sur les droites a,, b,
ouw ¢, sont,aussi des triangles
conjugues.

L.es raisonnements et les dé-
monstrations sont les mémes
que dans les cas précédents.

§ IV. — Coniques particuliéres.

21. Nous nous reporterons au
cas ou le triangle auxiliaire se
rameéne a trois droites concou-

-

22. Nous reviendrons au cas
ou le triangle auxiliaire ABC se
rameéne a trois points en ligne
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rantes et soit P le point de coupe
des cotés a,, b, et ¢,. Nous con-
sidérerons maintenant les invo-
lutions de rayons en A, B et C
puis les involutions de points
sur a,, b, et ¢,. L.es rayons con-
jugués a,, b,, ¢, puis &'y, b',, ¢,

D,,

droite, et soit p cette drvoite.
Nous considérerons ensuite les
involutions de points sur les
cotés fondamentaux a,, b,, ¢,
puis les involutions de rayons
en A, B et C. Les points conju-
gués A,, B,, G, et A',, B,, C,

Fig. 5.

déterminent deuxtriangles con-
jugués de linvolution de tri-
angles, § II, n° 13. Les points
conjugués A,B,C, puis A, B',C,
déterminent a leur tour deux
triangles conjugués de l'involu-
tion dualistique du § 111, n° 18.

déterminent deux triangle s con-
jugués de linvolution de tri-
angle du § II, n° 14. Les rayons
conjugués a,, b,, ¢, puis a’,, ¥,
¢, déterminent a leur tour deux
autres triangles conjugués de
Iinvolution de triangles du § I1I,
n° 19.
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propriétés suivantes: (Fig. 5.) propriétés suivantes: (IFig. 6.)
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1. L’hexagone LI IL I ITp1T .
peut étre inscrit dans une co-
nique C,. La droite de Pascal
de lhexagone est la polaire tri-
linéaire p de P.

Voir prop. 3, n° 13.

2 . ’ / !

2. L’hexagone A,C',B,A,C,B,
est circonscriptible a une autre
conique K,. Le point de Brian-
chonde Uhexagone estle pointP.

Ceci est de toute évidence
puisque les lignes de jonction
des sommets opposés sont les
droites a,, b,, ¢, par P.

3. Les deux triangles conju-
Jugués I 1,11 et IV 11, 1Y . sont
inscrits dans la conigue C, et cir-
conscrits a la conique K,. Les
droites de jonction de chaque
sommet avec le point de tangence
du coté opposé sur K, passent
toutes les six par le point P.

Soient les points de tangence
1 opposé a Il,, 2 opposé a II'y,
3 opposé a Il,, 4 a Il'y, ete., ...
Nous étudieronsladroite IT',—2;
elle passe par P; en effet, dans
I’hexagone circonscrit A — 2
— G, — A, — Il — €, — A,
les cotés A — 2 et 2 — C, sont
confondus aveclatangente en2;
les diagonales par les sommets
opposés sont A — A’,, 2 — 1T,
et C, — (C,. Les diagonales
A— A, et C,— (), se coupent
évidemment en P, donc la troi-
sieme 2 — [I'y passe également
par P.

4. Etant donné les deux tri-
angles conjugués 1L 1Ip1l. et
I I I e circonscrits a la coni-
que K, , la ligne de jonction des
points de tangence de deunx cotés
d’un méme triangle passe parle

L’Enseignement mathém., 17¢ anndée, 1915.

A. L’hexagone (a,)(c,)(by)(d,)
(¢y) (0'y) peut étre circonscrit a
une conique K,. Le point de
Brianchon de la figure est le
péle trilinéaire P de la droite
donnée p.

Voir prop. 3, n° 14.

2. L’hexagone de cités a,, ¢,
b,, a,, ¢,, b, ou de somimets
A,C,B,A,C,B, est inscriptible
dans une conique C,. La droite
de Pascal de la figure est p.

Les cotés opposés coupent
évidemment en A, B, C sur la
la droite p.

3. Les deux triangles conju-
gués A,B,C, et A',B,C/, sont
inscrits dans la coniqgue C, et
circonscrits a la conique K, . Les
points de coupe de chague cité
avec la tangente de C, par le
sommet opposé sont tous les six
sur p.

Nous considérerons le coté
B’,C’, ou (a’,) et la tangente de
C, par A’,. Nous admettrons
que ces droites se coupent ene,’
et nous démontrerons que ce
point est bien sur p.

En effet, dans’hexagone ins-
crit formé par la tangente en
A’, et les sommets B,B’,C,C’,,
les points de coupe des cotés
opposés sont e, pour la tan-
gente en A’, et le coté B',C/,
puis C pour A’,B, et C,C’, et
enfin B pour B,B’, et C,A’,. Le
point e’, est donc bien sur la
droite BC ou p.

4. L'tant donné les deux tri-
angles conjugueés A,B,C, et
A, B, C, inscrits dans la coni-
que C,, le point de coupe des
tangentes par deux sommets
d’un méme triangle se trouve

20
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point de coupe des cotés corres-
pondants des deux triangles pri-

mitifs ABC et a,b,c, par P.

- Nous prendrons les points de
tangence sur les cotés 11,11, et
I, Il's, soient 4 et 6. Les cOtés
correspondants des triangles
primitifs seront BC ou a et «,
par P, avec le point de coupe
en A’.

Considérons ensuite ’hexa-
gone circonscrit A, — 4 — B
— A, —6 —C—A, dans le-
quel les tangentes 11,11, = BA,

et II'4I1'y = CA’', avec leurs
points de tangence 4 et 6
comptent comme deux cotés de
I’hexagone.

Les diagonales par les som-
mets opposés sont A,A’, ou AA’,
4 — 6 ou la ligne de jonction
des points de tangence, puis BC
ou le coté a. Comme A’ est sur
a,la droite 4 — 6 passera par A’.

5. Ltant donné les deux tri-
angles 1. 1Ix1le et IVaIVp 1T cir-
conscrils a la conigue K,, la
ligne de jonction des points de
tangence 3 et 2 relatifs a un
coté (b,) du premier triangle
et un cdté (a'y) du second, passe
par le point correspondant Da.c
de la droite p.

En effet, dans I’hexagone cir-
conscrit 2 — Il'y — A/, — 3 —
II, — B’, —2les lignes de jonc-
tion des sommets opposés 2 — 3,
My —I's, A’, — B’, sont con-
courantes ; les deux derniéres
passent par D¢ sur p (voir § 2,
n° 11 et 13, chiff. 2); 2 — 3 passe
done par Da..

Ceci subsiste pour 5 — 6 et
4t — 1, puis pour les groupe-

CRELIER

toujours sur la droite de jonc-
tion du point P au sommet cor-
respondant du triangle fonda-
mental.

Soient les tangentes par B’,
et C',; elles se coupent en un
point {wos et nous avons a dé-
montrer que ce point se trouve
sur la droite AA, ou &/,.

Considérons ensuite I'’hexa-
gone inscrit B, — B’, — B’, —
c,— C', — C'y, — B,, dans le-
quel les tangentes en B/, et en
C’, sont considérées comme
cotés par deux sommets infini-
ment rapprochés.

[Les points de coupe des cOtés
opposés sont #y» pour la tan-
gente en B’, et celle en C',, A,
pour B,B’, et C,(C’,, puis A
pour B',C, et B,C',. Ces points
étant en ligne droite, fpe est
done bien sur A, A ou a/,.

5. Etant donné les deux tri-
angles conjugués A,B,C, et
A’,B',C', inscrits dans la coni-
que C,, le point de coupe des
tangentes par deux somimets
quelconques, pris un sur chaque
triangle, B, et C'y, par exemple,
est situe surle rayon correspon-
dant ds.. par A, et P.

En effet, dans [’hexagone
! A4 )
B,—B, —C, — €, — (€', —

B’, — B,, les points de coupe
des cOtés opposés sont 5 sur
les tangentes en B, et C/, puis
A, sur C,(, et B,B/,, et enfin
kaar sur B,C, et B',C',. La droite
A, kuw est également le rayon
double dsq (voir § 2, n° 14,

chiff. 1). Donec ¢y est sur daa.
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ments analogues relatifs a Da.
et Das.

8. Etant donné deux paires de
cotes opposes dans les dewx tri-
angles conjugueés circonscrits a
la coniqgue K,, comme Il.1Iy et
Iy puis 1alle et 1101,
point de coupe w, des lignes de
jonction des points de tangence
des cdtés opposés est aussi le
point de coupe de la ligne de
jonction des sominets correspon-
dants 11.11'5 avec le coté corres-
pondant a, par P du triangle
auxiliaire.

Dans 'hexagone circonscrit
e — 4 — A, — Iy, — 3 —
A', — II'y, les tangentes en
4 et 3 avec leurs points de tan-
gence sont comptées comme
deux cotés de la figure

l.e point de Brianchon sera
sur les diagonales II,11"y, 3—4
et A,A’,. La premiére est la
ligne de jonction des sommets
II, et I’y et la troisieme est un
cOté a, du triangle auxiliaire.
[.a seconde, qui est la ligne de
jonction des points de tangence
des cOtés opposés, passera donc
par l'intersection =, des deux
autres. Un méme raisonnement
nous permet d’établir que la
ligne de jonction des autres
points de tangence 5 et 6 passe
également par =, .

Nous avons de méme 7, sur
b, et m, sur c,.

Nous avons encore vu précé-
demment (n° 13, chiff. 1j, que
1I,II'y, rencontre BC en D2_a et
(que les points -D_-_),a, Doy et Do
sont en ligne droite sur p.
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6. Etantdonné deux paires de
sommets opposés dans les deux
triangles conjuguésinscrits dans
la conique C,, comme B,B', et
C,C',, la ligne de jonction des
points de coupe tpy el tee des
tangentes par les sommets oppo-
sés passe également par le point
de coupe des cotés correspon-
dants B,C, et B',C', et par le
sommet A sur p du triangle
auxiliaire.

Dans I’hexagone inscrit

B,— B, —(C,—DB,— B,
C, — BG,, les tangentes en B’ et
en B, sont comptées comme
lignes de jonction de deux som-
mets infiniment rapprochés.

La droite de Pascal de cet
hexagone est déterminée par
tpy comme intersection des tan-
gentes en B, et By, A comme
intersection de B,(, et B,C,
puis par k.e comme intersec-
tion de C,B, et C',B’,. Le point
de coupe des tangentes en B,
et B', est donc bien sur la droite
Akaw. Par un méme raisonne-
mentnous pouvonsencore mon-
trer que les tangentes en C, et
(', se coupent également en un
point ¢, de cette méme droite
Py .

Nous avons une ligne analo-
gue p, par B et une p, par C;
celle par B passe par /sp et celle
par C passe par ke .

Nous pouvons également rap-
peler que %qa est aussi sur A, P
= da.q et que les trois droﬁ;es

da, dop, dae passent par P.
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D’apres ce qui précede et par
rapport a la conique K,

A est le pole de la droite 1 — 7y — m,—2

B » » » y 3 —Tmy—mng—h
C » D) ) » 5—7:2-—-—7':1——-6
A, » » » p & —D5 — T)‘z‘ “
Aly N » 6—3 — ]—3_2 @
7~ » » » » BC = a
Ay » » y 11174

59 » » » » AA == ay

Donc P est le péle de la droite
p par rapport a la conique K, .

7. Etant donné deux sommets
non consecutifs de (hexagone
A, C,B,A,C, B, circonscrita I,
les lignes de jonction des points
de tangence des tangentes issies
de chaque point considéreé se cou-
pent toujours sur le coté corres-
pondant du triangle auxiliaire,
et ce point de coupe est le pdle
de la ligne de jonction des deux
points primitifs.

Nous considérons les sommets
C, sur CC' et B, sur BB’. Les
points de tangence sont 2 et 3
par rapport a C, et 1 et 6 par
rapport & B,. La droite AA’ est
la polaire de Ds,. Comme B,C,
passe par Ds, son podle qui est
a l'intersection des droites 2—3
et 1 — 6, en &, sera sur AA'.

Donc a, pole de B,C, est bien
sur le cOté @, du triangle auxi-
liaire. I.e méme raisonnement
s’applique aux points e, sur b,
et a, sur c,.

Si nous considérons les som-
mets (', et B/, sur les mémes
droites ¢, et b,, nous trouvons
un pole y, de ', — B', qui est
sur a, parce que (', — B', passe
aussi par Dag.

D’apres ce qui précede et par
rapport & la conique C,

a; estla polaire de ¢

ad
1)1 » » » tbbl
Cq » » LI
(ag) » » » .
(a'q) » » CR Y
P, par A estla polaire de A,
7 o
a’y » A » » » /”aa'
dza:AlP » » AL

La droite p passant par A, B et
C est la polaire de P par rap-
port a la conique C,.

7. Etant donné deux cdlés
non consécutifs de hexagone
A,C,B,A,C,B, inscrit dans C,,
les points de coupe des tangentes
menées par les extrémités de
chaque coté sont situés sur une
droite passant par le troisieme
sommet du triangle auxiliaire et
étant la polaire du point d’inter-
section des cotés primitifs.

Nous considérerons les cotés
A,B’, par C et A',C, par B. Le
point de coupe de ces cOtés est
en 1, sur da.g.

Le point de coupe des tan-
gentes par A, et B, sappelle
tor et celui des tangentes par
C, et A, s’appelle tcw . Ladroite

2 g 5 AR '
ta teqr €5t évidemment la polaire
de Il, sur d2., donc clle passe
par le pole A de da.o. Nous dé-
signerons cette polaire par a,.

Nous aurons de méme «, en
B et o, en C.

Les cotés b', = A,C', par B

), ——— I 2]
et ¢/, —= A’,B, par C se coupent
enIl’ysura, et donnenty, comme
polaire de I1',. Cette polaire
passe également par A.
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Nous trouverons de méme 7,
sur b, et y, sur ¢,

8. Etant donné deux sommets
non homologues des triangles
conjugueés 1L 1L 11 et 111 1T,
comme I1'y et 1. puis 1y et II'.,
les lignes de jonction des points
de tangence des tangentes de K,
Issues de ces points se coupent
sur le cotée correspondant du
lriangle auxiliaire, et ce point
de coupe est le pdle de la ligne
de jonction des points primitifs.

Soient donc I et Il les pre-
miers sommets considérés, les
lignes de jonction des points de
tangence sont2 — 6 et 1 — 3.
Ces droites se coupent en §,.

Comme II''Il. passe égale-
ment par Dag, qui est le pole
de AA’, B, se trouvera sur la
polaire AA* ou a, de D:,. De
la méme maniere B, pole de
1.1l sera sur b, ou BB’ et 3,
le pole de II';Il, sera sur CC’
ou ¢, .

Avec les sommets IT,II. nous
aurons les lignes de jonction
1 —5 et &—2 quise coupent
d,. Ce point est le pole 11,11,
comme cette derniére droite
passe par D:a, J, se trouvera
aussi sur a, . '

l.es points analogues 0, et 0
seront sur b, et ¢,.-

9. Nous aurons en outre a,
situe sur I'nle, B, situé sur
B,C,, 7, situé sur 1L 11, et 0, si-
tué sur B’,C/,

Considérons les quatre points
2—3—6—1delacourbe K ;
le quadrilatere circonscrit et le
quadrangle inscrit ont les mé-
mes points diagonaux, donc
B,C, passe par 8, et 11,11, pare

3
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Nous aurons de méme y, par
B et y, par C.

8. Etant donné deux cdtés non
homologues des triangles con-
Jugueés (a,) (¢y) (by) (&) (cy) (b7y)
comme (b,}(c',) puis (b'y)(c,), les
points de coupe des tangentes de
C, menées par les extremités de
ces cotés sont sur une droite qui
passe par le sommet correspon-
dant du triangle auxiliaire ; cette
droite est en outre la polaire du
point de coupe des cités consi-
déres.

Soient (b,)=A,C, et (¢’
A’,B’, les cotés cons1deres Les
tangentes par A, et C, se cou-
pent en /g4 et celles par A’, et
B’, se coupent en fy-. lLa ligne
de jonction sera désignée par
g,. Comme le point de coupe
kyo de ces cOtés est aussi sur
da.a, sa polaire 3, passera par le
pole A de da... De la méme ma-
niere 3, passera par B et §, par C.

Avec les cotés A, C', et A,B,,
les tangentes par les premiers
points se couperont en fy. et
celles par les autres points en
tab. La droite d, sera la polaire
du point de coupe de ces cotés
et comme ce point de coupe est
sur ds, sa polaire passera par
le pole A de da.g.

Nous aurons ainsi d, par B et
d, par C.

9. o, passera en oulre pa/"
Uinter secaon de | bQ) t(c'y), B,
par Uintersection 11, de c, et b
Y. passera par Ulntersection de
(b%y) et (c,), et 0, par Iy surb’,
et c',

Le quadrilatére inscrit et le
quadrangle circonscrit relatifs
aux quatre points A,C,A’,B’,
de la courbe C, ont les memes

gl =2
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l.e méme raisonnement sub-
siste pour les autres points.

23. Les droites II,11';, II'511.,
11,11, forment le triangle ¢, ¢, ¢,
dont les sommets sont sur «,
b,, ¢, et dont les coOtés passent
respectivement par Ds.a, D2,
Da.. Ce triangle est homologi-
que avec ABC.

La conique C, par rapport a
ce triangle joue le méme role
que C, par rapport & son trian-
gle fondamental A, B, C,.

Les tangentes de C, peuvent
donc étre construites comme
celles de C, .

Dans le cas spécial ou ABC
est en ligne droite les points
A,C",B,A’,C,B’, déterminent
un hexagone inscriptible et la
conique circonscrite se confond
avec la courbe C, des éléments
dualistiques.

[.’hexagoneconsidéré estaussi
formé par les coOtés (a,)(c,') (b,)
(@'y)(cy)(b',). 11 est également
circonscrit a une conique K,.

Comme dans le cas plus gé-
néral nous avons aussi les points
e, 8,,7,,9, sur a, et les points
analogues sur &, et ¢,. B, et d,
sont les points de tangence des
cotés (a,) et (a',) avec K, puis-
que A, et A’, sont sur a, passant

par P. (Fig. 4.)

CRELIER

points diagonaux, donc a, passe
par ky et 8, par Il,.

Le méme raisonnement est
applicable aux autres droites
du théoréme.

24. les points de coupe des
cotés (ay)(a'y), (B)(B's), (o) (")
forment un trlangle kaa//ltbb//i'cd
dont les c6tés passent respecti-
vement par A, Bet C et dont les
sommets sontsur da, . dopetdse.
Ce triangle est homologique
avec A, B, C,.

La conique K, par rapport a
ce triangle joue le méme role
que K, par rapporta son triangle
fondamental ABC.

Les points de tangence de K,
peuvent étre construits comme
ceux de K, .

Dans le cas spécial ot a, b, ¢,
passent par le méme point P,
I’hexagone (a,)(c¢'y)(y)(@'5)(cy)(&',)
est circonscriptible a une coni-
que, et celle-ci se confond avec
K, des éléments dualistiques.

[’hexagone considéré est
aussi formé par les sommets
A,C,B,A,C,B,. Il est égale-
ment inscrit dans la conique C,.

De méme que dans le cas plus
général nous avons encore les
droites «,, 8,,7,,90, par A; g, et
d, sont les tangentes de C, en
I1, et IT';, puisque le point de
coupe de 11,1l; ou II':1I'; avec p
est en A. (Fig. 4.)

Bienne, juillet 1915.
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