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MATRICES FONCTIONNELLES 33

‘§ 1. — Matrices fonctionnelles.

.— Désignons par (@, &, , gy« Xy Wos Yy Yr)s (Z05 :1,...:,«)
les comd(mnees pl‘O_]eCUVBS homooenes respectivement de trois
points X, Y, Z d’'un espace llnealre S,, a4 r dimensions et repré-
sentons par (A, w, ») une fonction rationnelle, entiére et homogene
pal' rapport & chacunc de ces séries de variables, de degré 2 en (),

en (y), v en (z).
(,onsulerons la matrice a sept lignes et six colonnes

“ ()\1 y e, vy) ()\2 y M2 va) ... ()‘6 y U6y vg)
(A, e, v — . —
{1 — - e = 0
()\1 v M, Vy) B cee ()‘6 v e s vg)

et supposons que cette matrice ne change pas de forme lors-
que lon substitue a =z, y,, Zu des combinaisons linéaires
- - Py / 4 _
av, + By, + ya, o', + By 4y 7'z, ', + By, + vz, Les équa
tions (1) sont alors vérifiées pour trois points arbltra]res (distincts)
du plan XYZ. On peut donc dire que ces équations représentent

un systeme de plans. Ce systeme est de dimensions 3(rr — 2) -— 2 =

3r — 8; c’est, suivant la terminologie de S. Kantor, un w3 —8 —
complexe de plans.
2. — Ifaisons o = 3. l.es équations (1) représentent alors une

développable de S, dont nous allons rechercher la classe, ¢’est-a-
dire le nombre de ses plans passant par un point. Pour cela, nous
pourrions opérer de la maniére suivante : Immobilisons le point X
el faisons parcourir aux points Y, Z deux droites gauches. Mais
alors, nous devrons éliminer les solutions pour lesquelles X, Y, Z
sonten ligne droite, ce qui présente de sérieuses difficultés. Il est
donc préfécable de procéder autrement.

Ifaisons, dansles équations (1), » = 4. Nous avons alors, dans S,
un of — complexe de plans. Par deux points quelconques passent
des plans de ce «o* — complexe en nomble fini & De méme, ily
aun nombre f{ini ¢ de plans de cet w* — complew passantpal' un
point et s appuyant sur deux droites, ces droites et ce point n’etant
pas dans un méme S,.

Ila connaissance des nombres &, ¢ nous fournit la classe de la
développable de S,. Considérons en effet un point P et deux droites
d,, d,deS,. Lorsque d, et d, ne se rencontrent pas et que le
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point P ne se trouve pas dans le S, déterminé par d,, d,, faisons
varier d,, d, jusqu’a ce que ces droites se rencontrent en un
point P’. D’apres le principe de la conservation du nombre, le
nombre { des plans du o * — complexe passant par P et s’appuyant
sur d,, d,, restera le méme, car il ne devient pas infini*. Par con-
séquent, le nombre  est égal au nombre £ des plans du o * — com-
plexe passant par P, P’ augmenté du nombre y des plans passant
par P et s’appuyant sur d,, d, en des points distincts. Mais d,, d,
et P sont actuellement dans un méme S, et les plans du o« * — com-
plexe passant par P et s’appuyant en des points distincts surd,, d,
ayant trois points communs avec cet S; y sont conlenus tout en-
tier. Par conséquent, y est la classe de la développable lieu des
plans satisfaisant aux équations (1) pour 7 = 4 et situés dansun S,.
On peut choisir P, d,, d, de maniére que cet S, soit donné par
2, = 0. On voit ainsi que y est bien la classe cherchée.

3. — Calcul de . — Pour calculer &, donnons a X, Y des posi-
tions fixes en dehors du plan », = &, = 0 et faisons parcourir ce
plan au point Z. En d’autres termes, dans la matrice (1) donnons
aux (x), (y) des valeurs fixes, telles que x;, 2, 20, y,, y, 72 0 et
faisons z, = z, = 0. Nous obtenons une matrice a trois variables
homogenes (z,, 5,, 7,) qui s’annule, d’aprés une formule de
M. Stuyvaert , pour

¢
> v (i < k)
I k=1

systémes de valeurs de ces variables. On a donc
6
E= > v, (i <k

|
i, h=1

Observation. — l.es points X, Y, Z jouant des roles symétriques,
on a également

. S N
C= XN, E= Xy (¢ = &)
Une condition pour que la matrice (1) jouisse de la propriété
indiquée est donc
Eli)‘k:EPi{*k:E"ivk (L, k=1, ...,6; =14k .

4, — Calcul de . — Pour calculer {, donnons a X une position
fixe et faisons parcourir au point Y la droite y, = y, =y, == 0,

! La condition imposée aux plans du « 4 — complexes initialement se décompose en deux
conditions de méme dimension. Voir F. Severi, Sul principio della conservaszione del nu-
mero. Rend. Cire. Palermo, 1912.

2 Cing Etudes de Géométrie Analytique (p. 10). Gand, Van Gaethem, 1908.
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% au point Z la droite z, = z, = 2, = 0. Supposons de plus que le
% point X ait été choisi de maniére que wx, soit différent de zéro.
1 Alors, les points X, Y, Z sont toujours distincts et ne sont jamais
en ligne droite.

Posons

iy g Uy %0
F4

—_ N ——

Uy 24 Us

’

et substituons dans la matrice (1). Nous obtenons une matrice a
trois vaviables («,, u,, w,), homogénes, qui admet, d’apres la for-
mule de M. Stuyvaert déja invoquée,

E(.LLL' ’{"' ‘/L)(}Lk+‘/A.) (i, k:l, 2, ...,6 3 ié k)
solutions. Mais parmi ces solutions, il peut y en avoir pour les-
quelles on ait soit «, = w, =0, soil: ity = 1, — 0. Ces solutions
donnent respectivement y, — y, — 0, 'z, = z, = 0, ce qui est ab-

surde. Remarquons que le :*™° terme d’une ll,gne est de degré u,
par rapport aux variables («,, u,}. On trouve donc § = Su p,
(L, = 1,2, ... 6, i = k! solutions pour lesquelles «, = w«, = 0. De

méme, on trouve & solutions pourlesquelles w, — u, = 0. Par con-
sequent, on a

C= Sp, + v) (p, + v,) — 2 (L h=1,2,..,6; i=H
| Par suite
=3 o) (o 4 V) — Supee — vy, L (k=1,2...,6; i<k
{=2pv + By, =3, By, + v, . (I, k=1,2 .., 6,
— Nombre y. — Nous avons trouvé plus haut que la dévelop

pable représentée par la matrice (1) dans laquelle on a fait » = 3,
ala classe y = — & On a donc

4

& G
r= 3 bt S &
i I:, k=k f=l
Observation. — Remarquons que pour que la matrice (1) jouisse

de la propriété indiquée, on doit arriver au méme nombre { en
intervertissant les roles des points X, Y, Z. On doit donc avoir

Dppvp + Bygv; = By h 4 By, = Zhu, + ZA
(i, k=1.2,..,6)

6. — Considérons le déterminant obtenu en supprimant la der-
niere ligne de lamatrice (1) et en yfaisant » = 3. Ce déterminant,
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égalé a zéro, représente une série «©? de plans enveloppant une
certaine surface. Pour trouver la classe de cette surface, on immo-

bilise X, Y et on fait z, =— s, == 0. On trouve alors que cette classe
6

estégale & > v,. On doit d’ailleurs avoir

i

§ 2. — Lieu des plans sur lesquels les quadriques d’un systeme =
3
lineaire, découpent = * coniques.
7. — Considérons, dans un S,, sept quadriques linéairement
indépendantes dont nous écrirons les équatlions sous la forme
symbolique
=0, b2=0 =0, d>=0, [2=0, & =0, I2=0
x - ' -_— 3 (& — ) - ) f _— t Ox —— H x .

2
x

Supposons que ces quadriques n’aient, six a six, aucun point
commun. ,

‘Un plan déterminé par trois points X, Y, Z rencontre une de ces
quadriques, la premiere par exemple, en une conique dont le point

générique, de coordonnées ar, -+ By, + 7. ... 02, + By, + ¥3,),
véritie l’équatlon

a a 48 Y a + 2a8a,, @, —+- Q‘Jv(( a. + 2yoa_a, =0

Pour que les sept coniques déterminées par les sept quadriques
données appartiennent a un méme systeme o« *, linéaire, on doit
avoir

[

a;c a a a..a. o a a. a._ a

Jy Yy o3 S X

bbb, by bbby

L
@

3
et

Ces plans enveloppent donc une développable dont la classe y
est donnée par les formules générales du § 1. Dans ces formules,
nous devons faire 4, —= 2, 4, =0, 4, =0, 4, =1, A, =0, A, =
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