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POLYNOMES BIQUADRATIQUES

V. — Les Intégrales elliptiques.

14. — Les résultats précédents s’appliquent immédiatement aux
intégrales elliptiques de premiére espéce. Convenablement inter-
prétés ils contiennent la théorie complete de la réduction de ces
intégrales a la forme normale de Weierstrass sans aucune réso-
lution d’équations de degré supérieur; en outre, et du méme coup,
ils conduisent au théoréeme d’addition des intégrales elliptiques.
Cette fusion en une seule formule de deux théories qui semble-
raient de prime abord étre bien éloignées 'une de l'autre est des
plus remarquables ; elle découle tout naturellement des théorcmes
concernant les équations doublement quadratiques.

Soit F un polynéme doublement quadratique que je suppose
d’abord non symétrique

F=X)?+2Xy+ X, = Y,a? + 2Y o + Y, . (78)
Posons ' = 0, et différentions, il vient
(X, +X)dy 4+ (Y,x + Y)dx =0 ; (78
ou bien, a cause de X,y + X, = + VX0 — X, X, = VX, et

Y, v -+ Y, = \//To
4z, g (79]

VX VYT

Cette formule (78) donne donc une transformation algébrique

d’une intégrale elliptique dx_ en une autre dy, . Pour obtenir
V' X VY
cette transformation explicitement, il faut, X étant donné, re-
trouver la forme I (78), c’est-a-dire décomposer X sous la forme
X =X} — X,X,. Une semblable décomposition est possible de
» * manieres, puisque X, contient trois paramétres et qu’un coeffi-
cient arbitraire peut passer de X, & X,.
A chacune des décompositions ci-dessus correspond une forme
F(78), partant un polyndme Z; d’apreés cet apercu il semblerait que,
X étant donné, il lui corresponde «w* polyndémes transformés Y.

Ny , . . . . , . d.’lf .
S’il en était ainsi, la différentielle S— pourrait, sauf un facteur

/X

constant, se transformer par I'intermédiaire d’'une équation dou-

blement quadratique en toute autre différentielle elliptique -;3:
Y

: Pount ne pas allonger, je supprime dans ce § les discussions de signe des radicaux ; le
lecteur fera bien d’ailleurs de leur vouer P'attention qu’elles méritent.
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Mais nous savons que, en réalité, les choses se passent différem-
ment.

Au liea d'étre quelconques les polynomes X et Y sont toujours
équivalents; comme conséquence de ce fait, parmi nos « * trans-
formations de X en Y, il en existe ! (ui transforment X en un seul
et méme Y. Par exemple, lorsque ¥ est symétrique, Y ne difféere
de X que par la dénomination de la variable; les dites » ! trans-
formations constituent l'intégrale algébrique de 'équation d’Euler
(79) et correspondent au théoreme d’addition, les autres «? trans-
formations changent X en ses équivalents.

Reprenons d’abord le cas général d'une transformation non-
symétrique I = 0, et supposons donnés les polynomes X, Y aux
invariants communs g,, g,.

Il existe o« ' formes F dontles discriminants D, et Dy coincident
respectivement avec X et Y ; nous avons appris a construire toutes
ces formes a la page ( ), et nous avons vu qu’il s’y introduit un
troisieme polyndme arbitraire Z possédant en commun avec X et Y
les invariants g,, g,.

[.es trois discriminants de la forme [, triplement quadratique
ainsi constituée sont, comme nous l'avons vu, '

Dy =4AYZ D, = 4AZX | D: = 4AXY . (80)

o

Si donc on différentie, par rapport aux trois variables, I'équation
F — 0, comme on lavait différentiée en (78) par rapport a v et
a y seulement, on obtient

V/ Dzdz 4+ /Dydy 4 /D ds =0,
ou bien
dz

dx dy
o R — . |
%S - A . VZ 0 (81)

Telle est la formule générale (que nous avions en vue.

Pour 'appliquer reprenons F symétriqueen.2 eten y; donnons-
nous X ==/, et Y=/, , choisissons enfin Z =43 — g,z — gy,
ou g, et g, sont, comme toujours, les invariants de f,.

Dans ces conditions, 'équation F =0, s’écrit sous plusieurs

formes équivalentes dont nous avons vu plus haut les principales;
ce sont - '

ny_}_zfxy—-—z?(x———y):':() ,

- — fxv"‘ ‘//}9590/2/.7/

2w — )’

| ‘//a"—r— ‘/f.;/ﬁ/

o

) = ag(x + ) + bas(x + 5) 4 5@z + 3)
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POLYNOMES BIQUADRATIQUELES

Toutes ces formules donnent lieu a 1'équation différentielle

dx dy dz

AR
‘/f;(;x ‘//1/1/ \/{.ll'-3 S 8‘22 — 8.

(83)

Si en premier lieu, on suppose ue dans le systeme (82), z repré-
sente une constante arbitraire, dz est nul; dans cette hypothese,
le systeme (82) nous met en possession de l'intégrale générale
de I’équation d’Euler, comme on le voit dans 1'équation (83) dont
le second membre est nul d’aprés 'hypothése. Je n’ai pas a expo-
ser ici par quelles transformations faciles, on en conclut le théo-
reme d’addition des fonctions elliptiques.

Si, en second lieu, nous donnons dans (82) a la lettre y la signi-
fication d'un parametre constant, 'équation différentielle devient,
quelle que soit la valeur de cette indéterminée,

dre dz 85)
‘//xx \/4:3——3' T — O

dans cette acception, le systeme (82) opere la réduction d’une dif-
férentielle elliptique quelconque 7= a la forme normale de
fxx

. dz
Weierstrass ———~

bz — g

5 — 0

Lo O3

Faisons enfin & = y, la premiére formule (82), donne la relation
entre x et z sous la forme

- ax o
ST 5
équivalente, d’aprés (83), a I’équation différentielle
de . d;
/T - 86
‘/fxx \/433 T8, T, (56)

C’est la formule de duplication obtenue, pour la premieére fois,
par M. Hermite. Par son moyen, le méme probléeme de la réduc-
tion a la forme de Weierstrass se trouve résolu rationnellement.
Le procédé usuel, pour démontrer cette formule remarquable,
consiste a la déduire des équations générales (43) et (44) relatives
au polyndme du 4™ degré; ce procédé a le défaut de laisser dans

Pombre la parenté qui unit la transformation (85) avec le théoréme
d’addition.
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Supposons toujours donnée la forme f,,, faisons-lui corres-
pondre un argument elliptique « tel que

B s — Mo , o B!
pu = I Pl = === ;37; : | (871
xx

qui donnent, comme on vient de voir

—— — —du . (88)

Soient de méme ¢ et w des arguments elliptiques correspondant
af,, eta 7 ; on a donc

1 , 2d
pv:—-_?_;/_-f, pv:———;—g{, #:—dv, (89)
vy Ty vy
K , U 2dz
pw = Plw = — g5 ‘/z.__—dw. (90)
De ces formules (87) a (90), nous tirons
H_ + e, L l.
xx L xx 14 _—_— ¢ ;
pu —e —— ————"“—-—— donc U — e — — (91)
on a ainsi
Vi L e = e Vi
— e, = e v—e, = 5=, w —e = 5= (92
P i QV]qx P 4 2 fyg/ P A QVL .

Portons ces valeurs dans 1’équation doublement quadratique
(x = 0, écrite sous sa forme trilinéaire (64), ainsi que dans 'équa-
tion différentielle correspondante (83), nous obtenons le théoreme
suivant;

Si trois arguments elliptigues n, v, w sont liés par la condition

2(%’ — ex)y/ (pu—e;) (pv—A~ ;) lpw —e;) =0, (93)
on a aussi
du-+v+w)=0, ou w 4 v -+ w — const. (94)
o q,(u) ,
Remplacons les y/pu —e; ete... par leurs valeurs P le théo-

reme d’addition précédent prend un autre énoncé.

! T, représente icile covariant T du tableau (A). K et U sont, de méme, le Hessien et le
covariant en question relatifs au polyndéme Z = 423 —g,5 — g, .
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La somme
(63 — €3)G11UG Ve W 4 (B3 — €4) Gy UG VG -+ (€4 — 3) GaUTzva3v (95)

qui est nulle pour v = v—w = 0, lereste quand u 4 v + w=20;
en outre, & cause de la parité des o; (u}, la méme relation est satis-
faite pour toutes les combinaisons des signes - dans la formule

ute+w=20.

Ce résultat est conforme de tout point a I’équation bien connue
dans la théorie des fonctions ¢

‘A —+ ¢ 'e
VA w iﬂ); (96

E(ej — el o (u)o;(v)o;(w) = —— 1l ( 5

il valait la peine de noter ici combien cette formule se rattache
étroitement a 1'équation d’Euler et aux polynomes doublement
quadratiques.

C. Career (Geneve).

SUR L'ORTHOGONALISATION DE FONCTIONS

1. — Considérons le systeme

99 D11 Da. oo

de fonctions arbitraires et linéairement indépendantes de la va-
riable réelle x. Exprimons pareillement par y, celle parmi les
expressions de forme

09t @91+ o a9, + 9,

ou les o sont des constantes réelles, qui rend l'intégrale

X

e
P

f(aocpo + o + a9, 4 4 o, dr

.'l'l
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