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48 N, GENNIMATANS

De méme les points d’intersection 7 et #' de la méme proje-
tante avec les surfaces (I’) et (P’) donnent une droite 4.

La parallele aux projetantes ui s’appuie sur Ay et Ar fournit
un point g,, plus approché que ¢ et 'on peut continuer ainsi
indéfiniment.

lLa détermination des plans tangents aux surfaces (M) ou (P)
est assez simple. On peut l'obtenir en effet en construisant sur la
surface en un point deux tangentes particulieres correspondant

au déplacement du point R sur le cercle RAB ou sur le cercle

RA

lien des points tels que R Soit constant.

[.. BaLLir (Angoulemer.

SUR LES TRIANGLES HERONIENS

Nouvelles formules.

1. — Soient p, g, r les trois coOtés et s le demi-périmetre d’un
triangle héronien.
Si I représente la surface, on a:

F = ‘/s(s — plis = q) (s — 1) .

F:(s-—-—-q)(s—r;\/ sls — p
_ (8 — ¢l (s — 1

ou, comme s=8 —p +s—qg 4+ s —r,

k:;(s—‘l’(""—”\/[Hs—%:ﬂ'ﬁ::f

:(S—-(l)(s-——l')\/ —p+s—p+s~—}) §—p

F peut s’écrire

s —q s —r $— ¢ s—r
Posons
S——P“_:x. S_—p:x',
S — (j S — r
alors on obtient:
R -
I :( ,P_) Vi + x + xx’ (1
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Or, puisque [ doit étre un nombre rationnel, 'expression
& 4+ 2" + a2’ représente un carré parfait. On a

x4+  oax’ =%,
ol y est un nombre rationnel; on en tire

x = " . (2)
I+ x
Par conséquent (1) devient :
| s

- )'2
F = ———/7)(1 —+ xiy (3]

iyt —

On trouve ensuite pour les cotés du triangle :

o o s —q s — . 1 1
p=s= q -+ = s /))[ -J‘_x—'—/')J-Hl. /))<;._}_7/>

.S‘-—-[)

ou d’apres (2 :

1 1 4+ >
_— {Ss — } pa. -
r v r [a‘ + 12— ;X'J ’
c’est-a-dire
s—p
P N &
S — ]
g — —1— (1 2. O
i ‘.}2__;(,( +.)' [0}
s — p
r= [(’l + xj . (6)
x

’Or, nous pouvons remplacer le triangle (p, ¢, 7 par un triangle
semblable (a, b, ¢i, ou:

P 2 . v 2 *
_x(ht — a1t — 1) xiy¥ — )
¢ — — — .. h — — . ¢ = — i

s — [) b & = [) S5 — [)

La surface de ce triangle est par conséquent :

S R )
T
X — /)

On obtient a I'aide de (3), (4), (5] et (6 :

a = x* 4 32 [
O — (1 —-I—")zax ’ 11
c = (1 4+ x)12* — r 111
et .
F=(l 4 a (v¥ — x)xy . ou F=cer. IV

I’Enseignement mathém., 16« année ; 1914,

Ve
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Dans ces formules 2 et y sont des nombres positifs rationnels et
y* > x (a cause de [lI).

Remarque. — On peut démontrer immédiatement que les ex-
pressions
a4 a2 (1 4 %, - (I 4 x)(r* —x) ,
oua,y et y* — v sont des nombres positifs, peuvent toujours

¢tre les cotés d'un triangle, car les trois différences
s — [t 4 s — (1 4+ 4, s — (1 4+ 1) — x)
ou

|
s= |2 (L F ot 40l ) — ],

sont positives.
En elfet, on trouve :

s — 1t -+ ‘\2) = _rl_yz —_ ),
s — (1L 4+ =1r"—x,
s — (L 4+ 2 — vy =21 + )

Mais, si ces trois différences sont positives, chacune des quan-
tités 1, II, TIT est plus petite que la somme et plus grande que la
différence des deux autres; par conséquent I, II, 11l peuvent étre
considérés comme les trois cotés d’un triangle.

2. — De la formule 1V on reconnait que la hauteur 4 correspon-
dante a la base ¢ est égale a 2xy.

[La question est maintenant de savoir dans quelles conditions

cette hauteur se confond avec le c6té a ou b.
1) A = a. Alors

x84y = 2y, c’est-a-dire que Xy,
d’ou 1l suit que :

a = 2x*, h=axx*+ 1), ¢ = x(x* — 1)

par conséquent .2 doit étre plus grand que 1.
Quand # =2, on a:

a— 8 , b —= 10 , ¢c =56
triangle rectangle, semblable au plus petit triangle pythagoricien
(3, 4, 5). :
2) i =05. Alors

20y = (1 4+ y4r ¢est-a-dire 1=l

done, seulement quand y =1, A = b.




TRIANGLES HERONIENS 51
Ici . est plus petit que 1 (puisque y?=—=1>x). Les cotés du
triangle sont alors :

‘ 2
a =144 2*, b= 2x , ¢c =1 —2a".

1
Prenons @ — 5 » Dous obtenons :

b — 1, ¢ —

5]

I
| o
H'-\[ (A

triangle rectangle, semblable au plus petit triangle pythagoricien.
3. — Nous allons maintenant démontrer la proposition suivante :
Les cotés @ et b ne sont égaux entre eux que quand v =—1. Si
I'on a, au contraire, 2 1, on aura «a § b.
En effet, il suit de la formule TII que

y>w
donc :
1) Yo —1) > xax— 1),
si
x—1>0, ou - ¢’est-a-dire xyt 4 x> at 40t
donc :
b > a ;
2) e — 1) < axxe—1), sl x < 1
ou
. ’Tt),Z _I__ 2 < '2:2 _1__ J.2 :
donc

b < a;
3) quand x — 1, il suit de | et 1] que:
a="1-4 )%, h =1+ »*; c'est-a-dire que « = b .

Mais en outre on a, comme il est facile de le reconnaitre :

et

C%a , suivant que l'on a j‘”% 20+ 1
c%[) , D) y » ‘)2%(2—-}—%)%‘

Si donc a = b (et par conséquent & — 1), on a:

(:2(/ = b, selon que »* est,%3 .

<
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D’ou il suit que @ == b == ¢ n’est pas possible, car alors y serait
égal a 4/ 3, c’est-a-dire a4 un nombre irrationnel et le triangle
(a, b, ¢) ne serait plus un triangle héronien. D’ailleurs, qu'un
triangle dont les trois cotés sont égaux ne peut pas étre un
triangle héronien, c’est ce qui suit immédiatement de la formule

. 1, — i .
de 'aire: I = -a?V/ 3 ; alors I¥ est un nombre irrationnel, lors-
.

que le cdté a est rationnel.

4. — On sait que d’un triangle obliquangle héronien on obtient
al’aide de chacune de ses trois hauteurs deux triangles rectangles
héroniens aussi et dont la somme ou la différence égalent le
triangle donné.

Considérons le coté ¢ = (1 + ) (y* — x) comme la base du
triangle (a, b, ¢); alors la hauteur 4 = 2xy peut se trouver en
dehors ou a I'intérieur du triangle : dans le premier cas le triangle
apparait comme la différence et dans le second cas comme la
somme de deux triangles rectangles héroniens ayant une cathete
commune, la hauteur /4.

Nous démontrerons maintenant la proposition suivante :

Soit & > y, alors la hauteur 2 —= 2wy se trouve a l'extérieur
du triangle.

On reconnait d’abord que pour x>y « doit étre plus grand
que 1. Car pour x — 1 on aurait 2* =—= 1 =, et, puisque x>y,
2> y? ou encore x > y?, ce qui est inadmissible & cause de la
formule 111.

Pour o <1 on aurait 2?> <, et, puisque x>y, 1*> y?;
par conséquent x > 2? > y* c’est-a-dire x > y?, ce qul n’est
pas possible. Donc, 2 doit étre plus grand que 1. Mais alors y est
aussi plus grand que 1 (puisque y* > .}, d’autre part « est plus
petit que & (d’apres le n° 3}, ou

at A4 < (L e

Or, le triangle (a, b, ¢) est la différence de deux triangles rec-
tangles ayant respectivement comme coOtés

b

I

(1 4% . h = 2xy . x(yt— 1

a= a2+ ¥, h = Zuy %t — 2t

I

A étant leur hauteur commune : done, 4 se trouve en dehors du
triangle, c. q. f. d.
Admettons maintenant que les valeurs de . sont plus petites

que celles de y.
Il faut distinguer deux cas:

1) A > 1
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Le triangle (@, b, ¢) peut se diviser en deux triangles rectangles
héroniens ayant respectivement comme cOtés :
h = xil + 3'2) , h = 2xy . '1,{“2 — 1
a = 2" + ", h =

l
o
R
=
—

!
Py

h étant leur hauteur commune: % se trouve compris dans le
triangle (a, b, c;.

2) <y,

On a d'abord y*><y; d'autre part, puisque . < y* (& cause
de la formule 11I), & plus forte raison . est plus petit que y, douc

x <1 et par conséquent b < a (d apres le n° 3
Or, le triangle («, b, ¢) est égal a la dl[feleme de deux triangles

Iectangleb ayant comme coOtés :

e h = 2xy , V¥ —
x(t415% , h = x(l — % ;

«a

b

I

l
b9
3

h étant leur hauteur commune : 4 se trouve en dehors du triangle
(a, b, ¢).

Remarque — Dans le cas ci-dessus, comme dans celui ou 2>y,
la hauteur % se trouve en dehors du triangle (a, b, ¢). Mais pour
x>y ona a<b, tandis que pour x <y < 1 le cote a est plus
grand que b.

En résumé :

1) > y; A se trouve en dehors du triangle en méme temps
que @ est plus petit que b;

2) «x = y; h se confond avec a;

@) y > 1; h se trouve dans l'intérieur du triangle;

B) y =1; & se confond avec b; '

v) y <<1; A se trouve en dehors du triangle et « est plus
grand que b.

N. GexxivaTas (Munich).
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